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Einleitung und Studierhinweise

Einleitung und Studierhinweise

Einleitung

Gruppen begegnen einem im Studium der Mathematik oder Informatik relativ
früh. Wahrscheinlich kennen Sie schon die additive Gruppe eines Vektorraumes
und die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Zahlen {1, 2, . . . , n}.
Vielleicht kennen Sie auch schon die algebraische Definition von Gruppen:

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer assoziativen Multiplikation ⇤ : G⇥G !

G, sodass G ein neutrales Element enthält und zu jedem Element in G auch ein
Inverses bezüglich der Multiplikation existiert.

Diese Definition vergisst man dann schnell wieder, weil der Begriff der Gruppe
insgesamt etwas zu unscheinbar ist. Und in der Tat trifft man zwar in vielen
Bereichen auf spezielle Beispiele von Gruppen, zur Theorie der Gruppen erfährt
man aber wenig. Das Ziel dieses Kurses ist es das zu ändern. Wir werden die
Theorie der Gruppen von Grund auf entwickeln und ich hoffe, Sie dadurch
überzeugen zu können, dass Gruppen unvorstellbar vielfältige Objekte sind.

Man darf dabei nicht vergessen, dass die abstrakte Definition von Gruppen, wie
sie heute verwendet wird, natürlich nicht vom Himmel gefallen ist. Sie hat sich
aus verschiedenen Beobachtungen herausgebildet. Anders ausgedrückt: Gruppen
kommen „natürlich“ in der Mathematik (und in der Natur) vor, allerdings
braucht Zeit um das abstrakte Konzept dahinter zu begreifen.

Die Anfänge der Gruppentheorie liegen im Studium der Permutationsgruppen,
also von Untergruppen der symmetrischen Gruppe. Es ist nicht verwunder-
lich, dass sich Menschen in verschiedensten Bereichen Gedanken über mögliche
Vertauschungen bestimmter Objekte gemacht haben. Ein frühes Beispiel ist
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Einleitung

das Wechselläuten, das im 15. Jahrhundert in England aufkam. Dabei möch-
te man eine gewisse Anzahl an Kirchenglocken wiederholt läuten, diese aber
bei jedem „Wechsel“ in einer anderen Reihenfolge erklingen lassen. Wenn man
nun noch zusätzliche Bedingungen an die Wechsel stellt, stößt man schnell
auf nicht-triviale Fragen über die symmetrische Gruppe. In der Mathematik
taucht die Idee der Gruppe zuerst im Zusammenhang mit der Frage nach der
Auflösbarkeit polynomieller Gleichungen auf. Galois1 ist der erste der erkennt,
dass man die Auflösbarkeit einer polynomiellen Gleichung anhand einer „Gruppe“
von Permutationen ihrer Lösungen entscheiden kann. Diese Einsicht ist heute als
Hauptsatz der Galoistheorie bekannt (dieses Ergebnis lernt man im Kurs „Alge-
bra“). Gruppen von Permutationen wurden unter anderem von Camille Jordan2

weiter untersucht. Die abstrakte Idee der Gruppe taucht aber wahrscheinlich
das erste Mal in den Arbeiten von Arthur Cayley3 auf.

Einen weiteren Schub erhält die Gruppentheorie dann 1872 durch das Erlangener
Programm von Felix Klein4. Klein schlägt vor Geometrien mithilfe von Gruppen
zu klassifizieren. Die zentrale Einsicht dabei ist, dass die „Symmetrien“ eines
geometrischen Objektes eine Gruppe bilden und, dass diese Gruppe schon
das Wesen des geometrischen Objektes kennt. Dieser Standpunkt hat sich
etabliert und prägt bis heute unsere Sicht auf Gruppen. Er führt zur verbreiteten
Volksweisheit

Man versteht eine Gruppe am besten, indem man sie als Symmetrie-
gruppe eines geeigneten Objektes identifiziert.

Heute würde man sagen, dass man die Gruppe „wirken“ lässt.

Danach hat sich die Gruppentheorie rasant entwickelt und viele verschiede-
nen Teilgebiete ausgebildet. Lange Zeit bildeten die endlichen Gruppen einen
Schwerpunkt dieser Untersuchungen. Aber spätestens mit der vollständigen
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen in den 1980er Jahren nahm
auch das Interesse an unendlichen Gruppen stark zu. Vor allem der Einsatz

1Évariste Galois: französischer Mathematiker, 1811–1832. Stirbt im Alter von 20 Jahren
bei einem Duell.

2Camille Jordan: französischer Mathematiker, 1838–1922.
3Arthur Cayley: britischer Mathematiker, 1821 – 1895.
4Felix Klein: deutscher Mathematiker, 1849 – 1925.

vi



Einleitung

geometrischer Methoden hat zu vielen neuen Entwicklungen geführt, die man
heute unter dem Namen geometrische Gruppentheorie kennt.

In diesem Kurs werden wir uns von den Grundlagen der Gruppentheorie bis
zu den Anfängen der geometrischen Gruppentheorie vorarbeiten. Unser Fokus
liegt dabei eher auf den unendlichen Gruppen. Das große Thema „endliche
Gruppen“ streifen wir nur. Die klassischen Ergebnisse über endliche Gruppen
werden stattdessen im Kurs „Algebra“ behandelt.

In den ersten beiden Kurseinheiten behandeln wir die Grundlagen, die Sie
auch in den meisten Büchern zur Algebra finden. In der dritten Kurseinheit
besprechen wir freie Gruppen und freie Produkte. Dabei nehmen wir schon
einen geometrischen Standpunkt ein. In der vierten Kurseinheit behandeln
wir die abelschen und auflösbaren Gruppen, weil das in keinem Kurs über
Gruppentheorie fehlen darf. In der fünften Kurseinheit diskutieren wir die
Bass-Serre Theorie. In den letzten beiden Kurseinheiten sind wir dann bei den
Grundlagen der geometrischen Gruppentheorie angekommen.

(KE1) Grundlagen

der Gruppentheorie

(KE2) Grundlagen

der Gruppentheorie II

(KE3) Freie Gruppen

und freie Produkte

(KE4) Abelsche und

auflösbare Gruppen

(KE5) Bass-

Serre Theorie

(KE6) Grundlagen

der geometrischen

Gruppentheorie

(KE7) Hyperbo-

lische Gruppen
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Allgemeine Studierhinweise

Die zwei wichtigsten Hinweise zum Studium der Mathematik kennen Sie na-
türlich schon aus anderen Kursen, trotzdem schadet es nicht sie nochmal zu
wiederholen.

! Machen Sie sich die Hände schmutzig: Bearbeiten Sie Übungsaufgaben!
Das Nachprüfen von Einzelheiten, das selbstständige Rumprobieren und
das Aufschreiben von Argumenten sind (leider!?) der einzige Weg, um mit
den Konzepten wirklich vertraut zu werden.

! Keine Scheu: Stellen Sie Fragen! Man muss nicht jede Nuss alleine knacken.
Ob Sie die Kursbetreuer oder Ihre Kommilitonen fragen, ist dabei neben-
sächlich. Wichtig ist sich überhaupt auszutauschen. Oft lernt man schon
durch das Formulieren einer Frage etwas dazu.

In der Moodle-Lernumgebung zum Kurs finden Sie übrigens ein Diskussionsforum
und Zusatzmaterialien zum Kurs (Einsendeaufgaben, Tests zu Selbstkontrolle,
Videos,...).

Eingangsvoraussetzungen

Dieser Kurs entwickelt die Gruppentheorie von Grund auf und es werden nur we-
nige Vorkenntnisse benötigt. In jedem Fall sind aber gute Kenntnisse der Module
„Mathematische Grundlagen“ und „Lineare Algebra“ wichtig. Ab Kurseinheit
6 werden auch Begriffe aus dem Kurs „Analysis“ verwendet (vor allem stetige
Abbildungen, offene Menge). Da dieser Kurs auf dem Niveau des Masterstudiums
angesiedelt ist, erfordert das Studium (insbesondere der Kurseinheiten 5, 6 und
7) eine gewisse Sicherheit im Umgang mit Mathematik.

Struktur des Lehrtextes

Der Kurstext besteht aus sieben Kurseinheiten und einem Anhang. Jede Kurs-
einheit beginnt mit Studierhinweisen bestehend aus Literaturangaben und einem
Fahrplan durch die Kurseinheit. Die Unterabschnitte im Kurstext sind vollstän-
dig nummeriert (1.1.1, 1.1.2, ...) um das Fragestellen zu erleichtern. Die jeweils
letzte Unterabschnittsnummer auf einer Seite findet man immer oben rechts
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Notation

in der Kopfzeile, sodass sie beim Blättern leicht zu den entsprechenden Stellen
gelangen.

Der Kurstext enthält viele Übungsaufgaben, deren Lösungen Sie jeweils am
Ende jeder Kurseinheit finden. Ein rotes „L“ am rechten Rand Ldient jeweils als
Link zur Lösung der Aufgabe.

Wichtige Sätze und Definitionen sind am linken Rand durch einen grauen Balken
hervorgehoben.

Das „gefährliche Kurve“-Symbol �von Bourbaki wird verwendet um auf mögliche
Missverständnisse hinzuweisen.

Am Ende des Kurstextes finden Sie einen Index, ein Literaturverzeichnis und
ein Symbolverzeichnis.

Notation

Die folgenden Symbole und Bezeichnungen werden im Kurstext verwendet. Im
Kurs neu eingeführte Symbole und Schreibweisen findet man im Symbolverzeich-
nis.

C Die komplexen Zahlen.
N Die natürlichen Zahlen ohne Null {1, 2, 3, 4, . . . }.
N0 Die natürlichen Zahlen mit Null {0, 1, 2, 3, 4 . . . }.
Q Die rationalen Zahlen
R Die reellen Zahlen
Z Die ganzen Zahlen {. . . ,�2,�1, 0, 1, 2, . . . }.
Fp Der endliche Körper mit p Elementen.

Abb(X, Y ) Die Menge aller Abbildungen X ! Y .
ggT(a, b) Der größte gemeinsame Teiler von a, b 2 N.
kgV(a, b) Das kleinste gemeinsame Vielfache von a, b 2 N.
<(z),=(z) Real- und Imaginärteil der komplexen Zahl z.

✓ Teilmenge.
S

Vereinigung.
F

disjunkte Vereinigung.

.
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�.�. Studierhinweise

Studierhinweise zur zweiten Kurseinheit

In der zweiten Kurseinheit werden wir einige weitere Grundbegriffe der Grup-
pentheorie kennenlernen. Wir beginnen mit dem sehr wichtigen Konzept der
Gruppenwirkungen. Grob gesagt, ist eine Gruppenwirkung eine Möglichkeit
sich eine Gruppe als „Symmetriegruppe“ eines Objektes vorzustellen. Gruppen-
wirkungen sind in der Gruppentheorie allgegenwärtig und es ist wichtig, dass
Sie mit diesem Begriff gut vertraut sind. Wir veranschaulichen die Nützlichkeit
von Gruppenwirkungen in dieser Kurseinheit anhand von Beispielen in der
abzählenden Kombinatorik. Im Weiteren besprechen wir einige fundamentale
Konstruktionen der Gruppentheorie mit deren Hilfe wir viele neue Beispiele von
Gruppen erhalten. Wir beginnen mit dem direkten Produkt von Gruppen und
besprechen im Anschluss zwei Verallgemeinerungen: das semidirekte Produkt
und das Faserprodukt. Dabei werden wir zu diesen Konstruktionen jeweils die
zugehörige „universelle Eigenschaft“ kennenlernen. Die universelle Eigenschaft
bietet einen guten Weg zum Verständnis dieser Konstruktionen und macht
auch den Unterschied zwischen den Konstruktionen deutlich. Die Faserprodukte
werden wir schließlich verwenden um alle Untergruppen des direkten Produktes
zweier Gruppen zu beschreiben.

Lernziele

Nach dem Drucharbeiten der Kurseinheit sollten Sie

! mit dem Begriff der Gruppenwirkung umgehen können und den Bahn-
Stabilisator -Satz kennen,

! die Burnside’sche Formel auf Probleme der abzählenden Kombinatork
anwenden können,

! primitive und mehrfach transitive Gruppenwirkungen verstehen,

! das direkte Produkt und seine universelle Eigenschaft kennen,

! das semidirekte Produkt und seine Eigenschaften kennen, sowie Beispiele
von semidirekten Produkten nennen können,

! das Faserprodukt und seine universelle Eigenschaft kennen
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�.�. Studierhinweise

! verstehen, wie man die Untergruppen des direkten Produktes zweier Grup-
pen mithilfe von Faserprodukten beschreiben kann.

Literaturhinweise

Gruppenwirkungen und die Konstruktion von direkten und semidirekten Pro-
dukte finden Sie wieder in sehr vielen einführenden Büchern zur Algebra oder
Gruppentheorie. Zum Beispiel:

! [Fis17]: Kapitel 1: 1.3.2 – 1.3.6 und 1.4, 1.5.1.

! [JS14]: Kapitel I, §5, §6.

! [Mac12]: Kapitel 2: 2.6, 2.7, und Kapitel 3: 3.1, 3.3.

! [Rob95]: Kapitel I, 1.4 – 1.6.

! [Rot95]: Kapitel 2 (direkte Produkte, S. 40), Kapitel 3, Kapitel 7 (semidi-
rekte Produkte, S.167).

Primitive und mehrfach transitive Wirkungen finden Sie in den Büchern über
Gruppentheorie von Robinson und Rotman

! [Rob95]: Kapitel 7.

! [Rot95]: Kapitel 9.

Faserprodukte sind in der Literatur nur schwer zu finden. Sie werden eher
allgemein in der Sprache der Kategorientheorie als „pullback“ beschrieben (vgl.
[Lan02, I. §11]). Die Beschreibung der Untergruppen von direkten Produkten
durch Faserprodukte basiert auf einer Idee, die ich in einer Arbeit von Jaques
Thévenaz [Thé97] gefunden habe.

Fahrplan durch die Kurseinheit

Abschnitt 2.1�.� ! beginnt mit der Definition von Gruppenwirkungen (2.1.2) und
einigen Anmerkungen dazu (2.1.3). Danach folgen mehrere Beispiele von Grup-
penwirkungen (2.1.4–2.1.7) mit deren Hilfe man ein Gefühl für dieses Konzept
entwickeln kann. Als erste Anwendung erhalten wir den klassischen Satz von Ca-
yley (2.1.8). Im Anschluss besprechen wir die Begriffe Bahn (2.1.10), Stabilisator
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(2.1.11) und Fixpunkt (2.1.14), die man unbedingt kennen muss um mit Grup-
penwirkungen zu arbeiten. Ein wichtiges Ergebnis ist der Bahn-Stabilisator-Satz
(2.1.19). Dieser Satz stellt einen Zusammenhang zwischen Bahn und Stabilisator
her und sagt uns, dass alle transitiven Gruppenwirkungen so „aussehen“ wie in
Beispiel 2.1.17. Als Anwendung besprechen wir die Bahnengleichung (2.1.21) und
die Burnside’sche Formel (2.1.22). Mit der Burnside’schen Formel kann man viele
schöne Beispiele in der abzählenden Kombinatorik untersuchen und ein Blick in
die Literatur dazu lohnt sich. Wir diskutieren hier nur ein Beispiel (2.1.23).

In Abschnitt 2.2�.� ! besprechen wir den Zusammenhang zwischen maximalen Unter-
gruppen und primitiven Gruppenwirkungen; ein klassisches Beispiel dafür wie
Gruppenwirkungen eingesetzt werden. Im ersten Teil definieren wir maximale
Untergruppen (2.2.3), halten zwei Beobachtungen fest (2.2.4) und sehen uns
Beispiele an (2.2.5–2.2.8). Im zweiten Teil des Abschnittes definieren wir dann
Blöcke (2.2.10) und primitive Wirkungen (2.2.11). Anhand der Beispiele 2.2.13
und 2.2.14 kann man sich einen ersten Eindruck verschaffen. Im Hilfssatz 2.2.15
halten wir ein paar nützliche Tatsachen fest, die wir dann verwenden um den
wichtigen Satz 2.2.17 zu beweisen, der den Zusammenhang zwischen maximalen
Untergruppen und primitiven Wirkungen herstellt.

Den dritten Teil von 2.2 besprechen wir dann kurz das stärkere Konzept der
mehrfach transitiven Gruppenwirkung (2.2.18). Ein wichtiges Ergebnis um
diesen Begriff zu verstehen, ist das Kriterium für mehrfache Transitivität 2.2.22.
Merken sollte man sich in jedem Fall, dass 2-transitive Wirkungen immer primitiv
sind (2.2.23). Dies ermöglicht es weitere Beispiele von primitiven Wirkungen
anzugeben.

Abschnitt 2.3�.� ! enthält die Konstruktion des direkten Produktes einer Familie von
Gruppen (2.3.2, 2.3.3). Um mit diesen Gruppen zu arbeiten, ist es hilfreich sich
die universelle Eigenschaft (2.3.5) einzuprägen. Satz 2.3.7 bietet ein Kriterium
um zu entscheiden, ob eine Gruppe das direkte Produkt zweier Normalteiler
ist. Als Beispiel sehen wir uns an, wie sich zyklische Gruppen als direkte
Produkte schreiben lassen (2.3.9, 2.3.10). Zum Vergleich besprechen wir auch eine
verwandte Konstruktion: das beschränkte direkte Produkt (2.3.11 – 2.3.16). Diese
Konstruktion ist weniger wichtig und es genügt, wenn Sie sich den Unterschied
zum direkten Produkt bewusst machen.
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Abschnitt 2.4�.� ! erläutert das semidirekte Produkt. Eine Konstruktion, die in der
Gruppentheorie sehr häufig auftaucht und die Sie sich sehr genau einprägen
sollten. Der erste Teil beginnt mit Wirkungen durch Automorphismen (2.4.2),
einigen Anmerkungen (2.4.3) und Beispielen (2.4.4, 2.4.5). Die Konstruktion
des semidirekten Produktes besprechen wir in 2.4.6 und fassen die wichtigsten
Eigenschaften im Satz über das semidirekte Produkt zusammen (2.4.7). Danach
folgen Beispiele und Aufgaben zum semidirekten Produkt, die man sich auf
jedem Fall anschauen sollte (2.4.8–2.4.13).

Im zweiten Teil des Abschnittes besprechen wir die universelle Eigenschaft
des semidirekten Produktes (2.4.14) und verwenden diese um ein wichtiges
Kriterium (2.4.17) herzuleiten, mit dem man zeigen kann, dass eine Gruppe
ein semidirektes Produkt ist. Wir illustrieren das Kriterium anhand von zwei
Beispielen (2.4.19, 2.4.20). Schließlich besprechen wir noch eine andere Sicht auf
semidirekte Produkte: spaltende kurze exakte Folgen (2.4.21–2.4.24). Hier geht
es vor allem darum, Sie mit dem Begriff der kurzen exakten Folge vertraut zu
machen.

Der dritte Teil des Abschnittes enthält zum Abschluss ein schönes Beispiel eines
semidirekten Produktes: die Isometriegruppe des Rn (2.4.25). Mit Satz 2.4.26
kann man die Isometriegruppe sehr gut verstehen.

Abschnitt 2.5�.� ! beginnt mit der Konstruktion des Faserproduktes (2.5.2) und der
universellen Eigenschaft (2.5.3) dazu. Jedes Faserprodukt ist eine Untergruppe
eines direkten Produktes und der entscheidende Satz in diesem Abschnitt (2.5.5)
besagt, dass man mithilfe von Faserprodukten wirklich alle Untergruppen des
direkten Produktes zweier Gruppen beschreiben kann. In 2.5.6 besprechen wir
kurz inwiefern diese Beschreibung sogar eindeutig ist. Als Anwendung überlegen
wir uns wie man normale Untergruppen (2.5.9) und maximale Untergruppen
(2.5.13) des direkten Produktes zweier Gruppen beschreiben kann.
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�.�. Gruppenwirkungen

2.1.1 Wir haben bisher einen ersten Einblick in die Welt der Gruppen gewonnen und
dabei vor allem erste Eigenschaften von Gruppen benannt. Was macht man aber
mit Gruppen? Warum taucht dieses Konzept in der Mathematik so oft auf?

Gruppen beschreiben Symmetrieeigenschaften von mathematischen Objekten.
Am deutlichsten haben wir das in der Aufgabe 1.2.5 gesehen, als wir die Sym-
metriegruppe des Quadrates bestimmt haben. Ein anderes Beispiel ist die
symmetrische Gruppe Sn, die aus den „Symmetrien“ (genauer: Bijektionen) der
Menge {1, 2, . . . , n} besteht. Genauso könnte man die Automorphismengruppe
Aut(G), als Gruppe der „Symmetrien“ von G bezeichnen. Man merkt schon,
dass das Wort „Symmetrie“ hier sehr flexibel verwendet wird. Es bezeichnet im
weitesten Sinne eine bijektive Selbstabbildung einer Menge, die eine vorgegebene
Struktur erhält.

Nimmt man nun eine Gruppe G, dann stellt sich also die naheliegende Frage:
Die Symmetrien welcher Objekte beschreibt G? Der springende Punkt ist natür-
lich, dass eine Gruppe auf vielen Arten als „Symmetrien“ von verschiedensten
Objekten aufgefasst werden kann. Man sagt in diesem Fall, dass G auf einem
Objekt wirkt. Eine grundlegende Einsicht der Gruppentheorie ist nun, dass man
Gruppen sehr gut mit Hilfe ihrer „Wirkungen“ untersuchen kann.

2.1.2 Definition. Es sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung von G

auf X ist eine Abbildung

· : G⇥X ! X mit (g, x) 7! g · x,

die den folgenden Eigenschaften genügt:

(W1) e · x = x für alle x 2 X,

(W2) g · (h · x) = (gh) · x für alle g, h 2 G und x 2 X.

2.1.3 Anmerkungen zur Definition.

(a) Gruppenwirkungen werden in der Literatur häufig mit anderen Begriffe
bezeichnet. Einige Quellen verwenden die Bezeichnung „Gruppenoperation“
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(entlehnt aus dem Französischen „opérations des groupes“) oder „Gruppenaktion“
(entlehnt aus dem Englischen „group action“). Eine Menge X mit einer Wirkung
der Gruppe G, bezeichnet man auch als G-Menge.

(b) Es sei X eine G-Menge. Für jedes feste g 2 G, ist die Abbildung

�g : x 7! g · x

eine Bijektion von X. In der Tat, die Abbildung �g�1 ist die Umkehrabbildung,
denn

g
�1

· (g · x) = e · x = x und g · (g�1
· x) = e · x = x

für alle x 2 X.

(c) Als direkte Folgerung aus (W2) erhalten wir die Identität

�g � �h = �gh

für alle g, h 2 G. Das bedeutet, die Zuordnung g 7! �g definiert einen Gruppen-
homomorphismus � : G ! Sym(X).

Sei nun umgekehrt ↵ : G ! Sym(X) ein Homomorphismus von G in die sym-
metrische Gruppe einer Menge X. Dann ist die Abbildung ·↵ : G⇥X ! X mit
der Abbildungsvorschrift

(g, x) 7! g ·↵ x := ↵(g)(x)

eine Wirkung von G auf X. Dabei impliziert die Gleichung ↵(e) = idX das
Axiom (W1). Außerdem gilt (W2), denn

g ·↵ (h ·↵ x) = ↵(g)(↵(h)(x)) = (↵(g) � ↵(h))(x) = ↵(gh)(x) = (gh) ·↵ x

für alle g, h 2 G. Dies ergibt eine alternative Definition für Gruppenwirkungen:
Eine Wirkung von G auf X ist ein Homomorphismus G ! Sym(X).

(d) Ist H  G eine Untergruppe, so kann man eine Wirkung von G auf X zu
einer Wirkung von H auf X einschränken. Die Axiome (W1) und (W2) bleiben
offensichtlich richtig, auch wenn man nur Elemente der Untergruppe H einsetzen
darf.
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2.1.4 Beispiel. Es sei X eine Menge. Das mustergültige Beispiel einer Gruppenwir-
kung ist die Abbildung

Sym(X)⇥X ! X mit f · x := f(x).

Es handelt sich um eine Wirkung von Sym(X) auf X, denn es gelten id(x) = x

und
f · (g · x) = f(g(x)) = (f � g)(x) = (f � g) · x

für alle f, g 2 Sym(X) und alle x 2 X. Der zugehörige Homomorphismus (siehe
2.1.3 (c)) Sym(X) ! Sym(X) ist die identische Abbildung.

2.1.5 Beispiel. Es sei K ein Körper. Die Gruppe GLn(K) wirkt auf der Menge K
n

durch Matrix-Vektor-Multiplikation:

GLn(K)⇥K
n
! K

n mit A · v := Av.

Das ist leicht zu sehen, denn bekanntlich ist Env = v und A(Bv) = (AB)v für
alle v 2 K

n und A,B 2 GLn(K).

2.1.6 Beispiel. Die Isometriegruppe Isom(Rn) (siehe 1.1.13) wirkt auf Rn durch

f · v := f(v).

Dabei handelt es sich um eine Einschränkung der Wirkung von Sym(Rn) aus
Beispiel 2.1.4 auf die Untergruppe Isom(Rn). Durch dieselbe Vorschrift wirkt
die Symmetriegruppe Isom(Rn

,M) einer Teilmenge M ✓ Rn auf M .

2.1.7 Beispiel. Es sei G eine Gruppe. Dann wirkt G auf sich selbst durch Links-
multiplikation, d.h.,

g · x := gx.

Das Wirkungsaxiom (W2) folgt dabei direkt aus dem Assoziativgesetz und das
Axiom (W1) gilt, weil e das neutrale Element ist.

2.1.8 Satz (Cayley1). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Sym(G).

Beweis. Wir betrachten die Wirkung von G auf sich selbst durch Linksmulti-
plikation; siehe 2.1.7. Die Linksmultiplikation mit g 2 G bezeichnen wir durch

1Arthur Cayley: englischer Mathematiker, 1821–1895.
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�g : G ! G. Nach 2.1.3 (c) ist die Abbildung � : g 7! �g ein Gruppenhomomor-
phismus von G nach Sym(G). Der Kern von � ist trivial, denn �g(e) = g. Also
ist � ein Isomorphismus auf sein Bild.

2.1.9 Aufgabe. LWir betrachten die obere Halbebene H = {z 2 C | =(z) > 0} der
komplexen Zahlen mit positivem Imaginärteil. Für z 2 H und

A =

 
a b

c d

!
2 SL2(R)

definieren wir
A · z :=

az + b

cz + d
.

Zeigen Sie, dass A · z definiert ist und in H liegt. Zeigen Sie weiter, dass dies
eine Wirkung von SL2(R) auf H definiert.

Die Selbstabbildung z 7! A · z der oberen Halbebene nennt man Möbius-
Transformation2. Da die Matrix �E2 trivial wirkt (also �E2 · z = z für alle
z 2 H), faktorisiert die Wirkung zu einer Wirkung der projektiven speziellen
linearen Gruppe PSL2(R) = SL2(R)/{±E2}.

2.1.10 Die Bahn. Es seien G eine Gruppe und X eine Menge mit G-Wirkung. Für
x 2 X nennt man die Menge

G · x := {g · x | g 2 G}

die Bahn von x. In manchen Texten wird auch die Bezeichnung Orbit verwen-
det.

Zwei Bahnen G · x und G · y sind entweder gleich oder disjunkt.
Das sieht man so: Ist z = g · x = h · y in beiden Bahnen, so gilt für alle g

0
2 G

auch
g
0
· x = g

0
· (g�1

g · x) = g
0
g
�1

· (h · y) = g
0
g
�1
h · y.

Das heißt, die Bahn G · x ist in der Bahn G · y enthalten. Durch Vertauschen
der Rollen von x und y folgt G · x = G · y.

2August Ferdinand Möbius: deutscher Mathematiker, 1790–1868.
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Die Beziehung „in derselben Bahn liegen“ ist eine Äquivalenzrelation auf X
deren Äquivalenzklassen genau die Bahnen sind. Die Menge der Bahnen heißt
auch der Bahnenraum und wird mit X/G bezeichnet.

Die Wirkung heißt transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt. In anderen Worten,
wenn G · x = X für ein (und dann alle) x 2 X gilt.

2.1.11 Der Stabilisator. Es seien G eine Gruppe, X eine G-Menge und x 2 X. Die
Menge

StG(x) := {g 2 G | g · x = x}

heißt der Stabilisator von x in G.

Der Stabilisator ist eine Untergruppe von G. Offensichtlich ist e 2 StG(x) und
für g, h 2 StG(x) gilt gh

�1
2 StG(x), denn

gh
�1

· x = gh
�1

· (h · x) = gh
�1
h · x = g · x = x.

Man nennt die Wirkung von G auf X frei , wenn alle Stabiliatoren trivial sind,
d.h., StG(x) = {e} für alle x 2 X.

2.1.12 Beispiel (Konjugation). Jede Gruppe G wirkt auf sich mittels Konjugation

(g, x) 7! g
x,

d.h., g 2 G wirkt durch den inneren Automorphisms ◆g; siehe 1.1.20. Zwei
Elemente x, y 2 G liegen genau dann in derselben Bahn, wenn sie im Sinne von
1.1.21 konjugiert sind. Die Bahnen sind also genau die Konjugationsklassen. Den
Stabilisator von x 2 G nennt man den Zentralisator von x und wir bezeichnen
ihn mit

ZG(x) = {g 2 G | gxg
�1 = x}.

Der Zentralisator besteht genau aus den Elementen von G, die mit x vertau-
schen.

2.1.13 Definition. Es seien G eine Gruppe und T ✓ G eine Teilmenge. Die Unter-
gruppe

ZG(T ) := {g 2 G | gtg
�1 = t für alle t 2 T}
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heißt der Zentralisator von T in G. (Um zu sehen, dass dies eine Untergruppe
ist, kann man 1.2.7 verwenden, denn ZG(T ) =

T
t2T

ZG(t).)

2.1.14 Fixpunkte. Es sei wieder X eine G-Menge. Für jedes g 2 G definieren wir die
Menge der Fixpunkte von g als

FixX(g) = {x 2 X | g · x = x}.

Diese Elemente werden also von g nicht bewegt.

2.1.15 Beispiel (Konjugation von Untergruppen). Es sei G eine Gruppe und U die
Menge aller Untergruppen von G. Dann wirkt G durch Konjugation auf U ,
d.h.,

(g,H) 7! g
H.

Den Stabilisator StG(H) von H  G unter der Konjugationswirkung nennt man
den Normalisator von H in G:

NG(H) := {g 2 G |
g
H = H}.

Die Fixpunkte der Konjugationswirkung auf den Untergruppen sind genau die
Normalteiler; siehe 1.2.24.

2.1.16 Hilfssatz. Es sei X eine G-Menge. Für alle x 2 X und g 2 G gilt

StG(g · x) = g StG(x)g
�1
.

Insbesondere haben Elemente in derselben Bahn konjugierte Stabilisatoren.

Beweis. Für alle h 2 StG(x) gilt

(ghg�1) · (g · x) = gh · x = g · (h · x) = g · x

und daraus folgt g StG(x)g�1
✓ StG(g · x). Die umgekehrte Inklusion ist auch

erfüllt, denn

StG(g · x) = gg
�1 StG(g · x)gg

�1
✓ g StG(g

�1
· (g · x))g�1 = g StG(x)g

�1
.
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2.1.17 Beispiel (Wirkung auf G/H). Wir wollen Beispiel 2.1.7 etwas verallgemeinern.
Es seien G eine Gruppe und H  G eine Untergruppe. Dann wirkt G auf der
Menge der Linksnebenklassen G/H durch Linksmultiplikation, d.h.,

g · xH := gxH.

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, denn falls x und y dieselbe Linksneben-
klasse repräsentieren, dann gilt y = xh für ein h 2 H und damit repräsentieren
auch gy = gxh und gx dieselbe Nebenklasse von H; vgl. 1.2.18 (a). Die Wir-
kungsaxiome folgen wieder unmittelbar aus den Gruppenaxiomen. Die Wirkung
von G auf G/H ist transitiv, denn G · eH = G/H. Aus 2.1.16 schließt man
nun

StG(xH) = xHx
�1
,

denn der Stabilisator StG(H) ist offenbar H.

2.1.18 Definition (Äquivarianz). Eine Abbildung f : X ! Y zwischen G-Mengen X

und Y heißt äquivariant, wenn

f(g · x) = g · f(x)

für alle x 2 X und g 2 G gilt. Gibt es eine bijektive, äquivariante Abbildung
zwischen X und Y , dann sagen wir die G-Mengen seien äquivalent.

2.1.19 Bahn-Stabilisator-Satz. Es sei X eine G-Menge. Für jedes x 2 X induziert
die Bahnabbildung Bx : g 7! g · x eine bijektive, äquivariante Abbildung

G/ StG(x) �! G · x.

Sind G und X endlich, dann gilt

|G| = |G · x| | StG(x)|.

Beweis. Wir beginnen mit einer Beobachtung: Ist s 2 StG(x), dann gilt gs · x =

g · (s · x) = g · x für alle g 2 G. Das heißt, das Bild Bx(g) von g unter der
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Bahnabbildung, hängt nur von der Linksnebenklasse g StG(x) ab. Damit ist die
Abbildung

eBx : G/ StG(x) ! G · x mit g StG(x) 7! g · x

wohldefiniert. Es handelt sich um eine äquivariante Abbildung, denn

eBx(gg
0 StG(x)) = gg

0
· x = g · (g0 · x) = g · eBx(g

0 StG(x)).

Nach Definition der Bahn ist die Abbildung sicherlich surjektiv. Wir müssen
also noch prüfen, ob die Abbildung auch injektiv ist. Angenommen es gilt
eBx(g Stg(x)) = eBx(h StG(x)), also g · x = h · x. Dann ist h�1

g · x = x und damit
liegt h�1

g im Stabilisator StG(x). Die Nebenklassen h StG(x) und g StG(x) sind
also gleich.

Sind G und X endlich, dann folgt |G/ StG(x)| =
|G|

| StG(x)| aus dem Satz von
Lagrange 1.2.21 und mit der obigen Bijektion erhalten wir die Gleichung

|G| = |G · x| | StG(x)|.

2.1.20 Eine wichtige Folgerung aus 2.1.19: Jede transitive G-Wirkung ist äquivalent
zu einer Linksmultiplikationswirkung auf Nebenklassen. Das Beispiel in 2.1.17
beschreibt also (bis auf Äquivalenz) alle transitiven G-Wirkungen.

2.1.21 Bahnengleichung. Es sei G eine Gruppe und X eine endliche G-Menge. Ist
x1, x2, . . . , xk ein Vertretersystem für die Bahnen, dann gilt

|X| =
kX

i=1

|G : StG(xi)|.

Beweis. Wegen 2.1.10 ist X die disjunkte Vereinigung aller Bahnen. Weil
x1, x2, . . . xk ein Vertretersystem ist, gilt also

X =
kG

i=1

G · xi
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und aus 2.1.19 folgt

|X| =
kX

i=1

|G · xi| =
kX

i=1

|G : StG(xi)|.

Das folgende Resultat geht auf Frobenius3 zurück [Fro87]. Es wird aber in der
Literatur oft als Lemma von Burnside4 oder Burnside’sche Formel bezeichnet.

2.1.22 Burnside’sche Formel. Es seien G eine endliche Gruppe und X eine endli-
che Menge mit G-Wirkung. Dann gilt

1

|G|

X

g2G

|FixX(g)| = |X/G|.

Beweis. Der Beweis verwendet die Methode des doppelten Abzählens. Bei die-
ser Methode wird eine Menge auf zwei verschiedene Weisen gezählt um eine
Gleichung herzuleiten.

Es sei P = {(g, x) 2 G⇥X | g · x = x}. Für ein Paar (g, x) 2 G⇥X sind also
äquivalent:

(g, x) 2 P , g 2 StG(x) , x 2 FixX(g).

Dann gilt einerseits
|P | =

X

g2G

FixX(g)

und andererseits gilt

|P |

|G|
=

1

|G|

X

x2X

| StG(x)| =
X

x2X

|G : StG(x)|
�1 =

X

x2X

|G · x|
�1 = |X/G|.

2.1.23 Beispiel. Die Bahnengleichung und die Burnside’sche Formel sind in der

3Ferdinand Georg Frobenius: deutscher Mathematiker, 1849 – 1917.
4Willian Burnside: englischer Mathematiker, 1852 – 1927.
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abzählenden Kombinatorik nützliche Hilfsmittel. Wir wollen das an einem
einfachen Beispiel erläutern.

Fünfeckige Untersetzer sollen auf der Oberseite gefärbt werden.
Dabei teilt man das Fünfeck in fünf gleiche Dreiecke ein, die je-
weils weiß oder grün gefärbt werden sollen. Wieviele verschiedene
Färbungen solcher Untersetzer gibt es?

Zunächst scheint es 25 = 32 Möglichkeiten zu geben, den Un-
tersetzer mit weiß und grün zu färben. Allerdings lassen sich
manche der gefärbten Untersetzer durch eine Drehung ineinander überführen.
Wir müssen also diese Symmetrien berücksichtigen.

Dazu lassen wir eine zyklische Gruppe G = hgi der Ordnung 5 durch Drehungen
auf der Menge der 32 gefärbten Fünfecke wirken. Zwei Fünfecke liegen in einer
Bahn, wenn sie sich durch Drehung ineinander überführen lassen. Was wir
eigentlich zählen wollen, ist die Anzahl der Bahnen!

Dazu benutzen wir die Burnside’sche Formel 2.1.22. Das neutrale Element e

fixiert alle Fünfecke; es hat also 32 Fixpunkte. Alle anderen Elemente erzeugen
G (siehe 1.5.7). Wenn ein gefärbtes Fünfeck Fixpunkt von h 6= e ist, dann ist es
also ein Fixpunkt von allen Gruppenelementen. Nur zwei Fünfecke haben den
Stabilisator G: das vollständig weiße und das vollständig grüne. Die Burnside’sche
Formel liefert uns nun

|X/G| =
1

5
(32 + 2 + 2 + 2 + 2) =

40

5
= 8.
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Es gibt also insgesamt 8 echt verschiedene Untersetzer.

2.1.24 Aufgabe. LWir betrachten den Würfel W = [�1, 1]3 ✓ R3. Die Drehgruppe
von W ist die Gruppe

D(W ) = {f 2 SO(3) | f(W ) = W}

aller Drehungen, die den Würfel erhalten.

(1) Bestimmen Sie die Ordnung |D(W )| mithilfe der Bahnengleichung.

(2) Die Seitenflächen des Würfels sollen schwarz oder weiß gefärbt werden.
Wieviele verschiedene Färbungen gibt es, wenn man durch Drehung inein-
ander überführbare Färbungen als gleich auffasst?
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�.�. Primitive Wirkungen und maximale
Untergruppen

2.2.1 Will man eine Gruppe verstehen, dann ist es ein erster naheliegender Ansatz
sich zunächst einen (groben) Überblick über die auftretenden Untergruppen zu
verschaffen. Dabei sind Untergruppen, die auffällige Eigenschaften aufweisen
besonders relevant. Zum Beispiel könnte man fragen: Welches sind die „größten“
Untergruppen? So gelangt man zum Konzept der maximalen Untergruppen,
das wir hier betrachten wollen. Wir werden insbesondere sehen, dass man
maximale Untergruppen gut mithilfe von Gruppenwirkungen und dem Begriff
der primitiven Wirkung beschreiben kann.

I. Maximale Untergruppen

2.2.2 Es sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H  G heißt echte Untergruppe, wenn
H 6= G gilt.

2.2.3 Definition (maximale Untergruppe). Es sei G eine Gruppe und M  G eine
echte Untergruppe. Man nennt M eine maximale Untergruppe von G, wenn für
jede Untergruppe K  G mit M ( K schon K = G gilt.

2.2.4 Anmerkungen zur Definition.

(a) Eine echte Untergruppe M � G ist genau dann maximal, wenn hM [ {g}i =

G für alle g 2 G \M gilt.

Falls M maximal ist, dann ist M ( K = hM [ {g}i und damit K = G. Falls
umgekehrt M nicht maximal ist, dann finden wir eine Untergruppe M � K � G

und für k 2 K \M gilt dann M ( hM [ {k}i ✓ K ( G.

(b) Jede endliche Gruppe besitzt maximale Untergruppen. Genauer gilt: Jede
echte Untergruppe H ( G einer endlichen Gruppe, ist in einer maximalen Unter-
gruppe enthalten. In der Tat, dazu nimmt man einfach eine echte Untergruppe
von G, die H enthält und dabei die größte Ordnung aller solcher Untergruppen
aufweist.

2.2.5 Beispiel. Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/nZ der Ordnung n. Aus 1.5.1
wissen wir, dass es für jeden Teiler d von n genau eine Untergruppe der Ordnung
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d in Z/nZ gibt. Da alle diese Gruppen zyklisch sind, ist dabei die Gruppe der
Ordnung d

0 genau dann in der Gruppe der Ordnung d enthalten, wenn gilt d0|d.
Die Gruppe der Ordnung d ist also genau dann maximal, falls p = n/d eine
Primzahl ist. Mithilfe von Beispiel 1.2.3 kann man diese Untergruppen in der
Form pZ/nZ schreiben.

Etwas allgemeiner gilt:

2.2.6 Hilfssatz. Es sei G eine Gruppe. Jede Untergruppe M  G, deren Index
|G : M | eine Primzahl ist, ist maximal.

Beweis. Es sei M � K eine größere Untergruppe. Nach dem Indexsatz 1.2.20
gilt

|G : M | = |G : K| · |K : M |

Da |G : M | eine Primzahl ist und |K : M | 6= 1 gilt, folgt daraus |G : K| = 1

und somit G = K.

2.2.7 Aufgabe. LWir betrachten die symmetrische Gruppe Sn. Zeigen Sie, dass

M = {� 2 Sn | �(n) = n}

eine maximale Untergruppe von Sn ist.

2.2.8 Beispiel (Q hat keine maximalen Untergruppen). Nicht jede Gruppe besitzt
maximale Untergruppen. Als Beispiel wollen wir zeigen, dass die additive Gruppe
Q keine maximale Untergruppe besitzt.

Es sei H � G eine echte Untergruppe. Wir wollen zeigen, dass H nicht maximal
ist, indem wir eine größere Gruppe K � G konstruieren. Die Gruppe H = {0}

ist sicher nicht maximal, daher können wir H 6= {0} annehmen. Also enthält H
mindestens eine Zahl a

b
6= 0 mit a, b 2 N und damit auch alle Vielfachen von a

b
.

Insbesondere gilt aZ ✓ H. Die Menge {
1
n
| n 2 N} erzeugt die additive Gruppe

Q und da H echt in G enthalten ist, finden wir eine Zahl n 2 N mit 1
n
62 H. Wir

definieren K = hH [ {
1
n
}i = H + Z 1

n
. Nach Konstruktion gilt H ( K.

Um zu sehen, dass K eine echte Untergruppe ist, zeigen wir, dass das Element 1
an2

nicht in K liegt. Dies sieht man durch ein Widerspruchsargument. Angenommen
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1
an2 2 K, dann gilt

h+
c

n
=

1

an2

für h 2 H und eine ganze Zahl c. Multiplizieren wir nun mit an, erhalten wir

anh+ ac =
1

n
.

Wegen aZ ✓ H, liegt die linke Seite in H. Dies führt zum Widerspruch, denn 1
n

liegt nicht in H.

II. Primitive Wirkungen

Wir wollen uns nun mit primitiven Gruppenwirkungen befassen und werden
schließlich feststellen, dass diese eng verwandt sind mit maximalen Untergrup-
pen.

2.2.9 Ist X eine G-Menge, dann definieren wir für jede Teilmenge B ✓ X und jedes
Element g 2 G

g · B = {g · b | b 2 B}.

Dies definiert eine Wirkung von G auf der Menge der Teilmengen von X.

2.2.10 Blöcke. Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge B ✓ X einer G-Menge X heißt
Block, falls für jedes Element g 2 G

g · B = B oder B \ g · B = ;

gilt. Natürlich sind X, die leere Menge ; und alle ein-elementigen Mengen {x}

stets Blöcke. Diese sind aber nicht sehr interessant, deshalb nennen wir diese
Blöcke trivial.

2.2.11 Definition. Eine Wirkung von G auf X heißt imprimitiv, wenn es einen nicht-
trivialen Block B ✓ X gibt. Andernfalls nennen wir die Wirkung primitiv.

2.2.12 Es sei X eine G-Menge. Jede Bahn B := G ·x ist ein Block, denn es gilt g ·B = B

für alle g 2 G. Interessiert man sich für primitive Wirkungen, dann ist es sinnvoll
die Untersuchung auf transitive Wirkungen zu beschränken.
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2.2.13 Beispiel. Das typische Beispiel für eine primitive Wirkung ist die Permu-
tationswirkung von Sn auf {1, 2, . . . , n}. In der Tat, es sei B ( {1, 2, . . . , n}

eine echte Teilmenge mit |B| � 2. Wir wollen zeigen, dass B kein Block ist.
Dazu wählen wir drei verschiedene Zahlen i, j, k 2 {1, 2, . . . , n} mit i, j 2 B

aber k 62 B. Dann gilt

(i k) · B = ({k} [ B) \ {i} 6= B.

Zusätzlich gilt j 2 (i k) · B, also B \ (i k) · B 6= ;. Damit ist B also kein
Block.

2.2.14 Beispiel. Es sei E die Menge {±1}3 ✓ R3, d.h., E ist die Menge der 8 Ecken
eines Würfels mit Seitenlänge 2. Die Symmetriegruppe des Würfels (vgl. 1.2.4)

Isom(R3
, E) = {f 2 Isom(Rn) | f(E) = E}

wirkt auf der Menge E der Ecken; siehe 2.1.6. Jede Isometrie bildet ein Paar
diagonal gegenüberliegender Ecken wieder auf ein solches Paar ab. In der Tat,
zu jeder Ecke � gibt es genau eine diagonal gegenüberliegende (nämlich ��).
Diese ist die einzige der 8 Ecken, die dem Abstand 2

p
3 von � besitzt.

Damit bildet die Menge B = {�,��}, die aus zwei diagonal gegenüberliegenden
Ecken besteht, einen Block. Die Wirkung der Symmetriegruppe auf den Ecken
ist also imprimitiv.

2.2.15 Hilfssatz. Es sei X eine G-Menge und B ✓ X sei ein Block.

(i) Für g, h 2 G sind die Mengen g ·B und h ·B entweder gleich oder disjunkt.

(ii) Für jedes Element b 2 B gilt StG(b) ✓ StG(B)

(iii) Ist B 6= ; und die Wirkung von G auf X transitiv, dann ist X die disjunkte
Vereinigung

X =
G

g2R

g · B

wobei R ein Repräsentantensystem für die Nebenklassen von StG(B) ist.

Beweis. (i): Falls g ·B \ h ·B 6= ;, dann ist h�1
g ·B \B 6= ;. Da B ein Block

ist, gilt h
�1
g · B = B und damit auch g · B = h · B.
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(ii): Es sei g 2 StG(b) beliebig. Weil nun b 2 g · B \ B gilt, folgt g · B = B und
somit g 2 StG(B).

(iii): Nehmen wir an, dass die Wirkung von G transitiv und B nicht leer ist. Dann
ist X =

S
g2G

g ·B. Da die verschobenen Blöcke entweder gleich oder disjunkt
sind, müssen wir nur die Vielfachen aussortieren. Es gilt aber g · B = h · B

genau dann, wenn h
�1
g 2 StG(B) gilt. Also genügt es aus jeder Nebenklasse

von StG(B) genau einen Vertreter zu wählen.

2.2.16 Korollar. Es seien G eine Gruppe und X eine transitive G-Menge. Ist |X| = p

eine Primzahl, dann ist die Wirkung primitiv.

Beweis. Es sei B ✓ X ein nicht-leerer Block. Nach 2.2.15 (iii) gilt |X| = |R| · |B|

und da |X| eine Primzahl ist, muss |B| = 1 oder B = X gelten. Der Block ist
also trivial und die Wirkung somit primitiv.

2.2.17 Satz. Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X mit |X| > 1 transitiv
wirkt. Es sei x 2 X beliebig. Die Wirkung von G auf X ist genau dann primitiv,
wenn der Stabilisator von StG(x) eine maximale Untergruppe von G ist.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass die Wirkung imprimitiv ist. Es gibt
also einen nicht-trivialen Block B ✓ X. Da auch die Mengen g ·B Blöcke sind
und die Wirkung transitiv ist, können wir x 2 B annehmen (das sieht man mit
2.2.15 (iii)).

Wir behaupten, dass StG(x) ( StG(B) ( G gilt. In der Tat, wegen B 6= X und
der Transitivität der Wirkung finden wir ein Element g 2 G mit g · x 62 B; es
folgt StG(B) ( G. Weil B 6= {x} ist und die Wirkung transitiv ist, finden wir
ein Element g

0
2 G mit g

0
· x 6= x aber g

0
· x 2 B. Aus 2.2.15 (i) folgt dann

aber g
0
· B = B und somit StG(x) ( StG(B). Also ist StG(x) keine maximale

Untergruppe.

Umgekehrt sei nun die Wirkung primitiv. Wir zeigen, dass StG(x) eine maximale
Untergruppe ist. Wir stellen zunächst fest, dass StG(x) eine echte Untergruppe
ist, denn aus dem Bahn-Stabilisator-Satz 2.1.19 folgt |G : StG(x)| = |X| > 1.
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Sei nun K  G mit StG(x) ( K. Wir zeigen zunächst, dass B = K · x ein
Block ist. Dazu sei g 2 G. Angenommen es sei g · B \ B 6= ;. Es existieren also
k1, k2 2 K mit gk1 · x = k2 · x. Dann ist k�1

2 gk1 2 StG(x) ( K und damit auch
g 2 K, d.h., g · B = B.

Weil K echt größer als der Stabilisator StG(x) ist, gilt K ·x ) {x}. Die Wirkung
ist aber primitiv und der Block B ist somit trivial, d.h., es muss B = X sein.
Für alle g 2 G finden wir also ein k 2 K dergestalt, dass

g · x = k · x

gilt. Dann ist aber g 2 k StG(x) ✓ K. Weil g 2 G beliebig war, folgt G = K.

III. k-transitive Wirkungen

Es ist im Allgemeinen schwierig zu prüfen, ob eine Wirkung primitiv ist. Deshalb
diskutieren wir in diesem Abschnitt die mehrfach transitiven Wirkungen und
zeigen, dass diese Wirkungen immer primitiv sind. Das liefert einen guten Weg
um die Primitivität einer Wirkung nachzuweisen.

2.2.18 Mehrfache Transitivität. Es sei X eine G-Menge. Für jedes k 2 N erhalten
wir eine Wirkung von G auf der Menge der k-Tupel Xk durch

g · (x1, x2, . . . , xk) := (g · x1, g · x2, . . . , g · xk).

Dabei ist die Menge

X
[k] = {(x1, x2, . . . , xk) 2 X

k
| xi 6= xj für alle i 6= j}

der Tupel, die aus paarweise verschiedenen Einträgen bestehen, stabil unter der
Wirkung. Das heißt, die G-Wirkung schränkt sich zu einer Wirkung auf X [k]

ein.

Die Wirkung von G auf X heißt k-transitiv, wenn |X| � k gilt und die Wirkung
von G auf X [k] transitiv ist.

Die 1-transitiven Wirkungen sind genau die transitiven. Eine k-transitive Wir-
kung ist natürlich auch (k� 1)-transitiv, denn die Projektion X

[k]
! X

[k�1] auf
die ersten (k � 1)-Einträge ist äquivariant.
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2.2.19 Beispiel. Die Wirkung der symmetrischen Gruppe Sn auf {1, 2, . . . , n} ist
n-transitiv. In der Tat, sind (k1, k2, . . . , kn) und (k0

1, . . . , k
0

n
) zwei n-Tupel in

{1, 2, . . . , n}[n], dann kommt jede Zahl aus {1, 2, . . . , n} genau einmal in jedem
Tupel vor. Also definiert �(ki) := k

0

i
eine Permutation in Sn die

� · (k1, k2, . . . , kn) = (k0

1, . . . , k
0

n
)

erfüllt.

2.2.20 Aufgabe. LZeigen Sie: die Wirkung der symmetrischen Gruppe Sym(N) auf
N ist k-transitiv für jedes k 2 N.

2.2.21 Beobachtung. Es seien G eine Gruppe und X eine G-Menge. Für jedes x 2 X

ist die Menge X \{x} eine StG(x)-Menge bezüglich der eingeschränkten Wirkung.
Das sieht man so: Sind y 2 X \ {x} und g 2 StG(x) gegeben, so gilt auch
g
�1

2 StG(x). Angenommen g · y = x, dann erhält man durch Wirkung mit
g
�1 die Gleichung y = g

�1
· x = x und damit einen Wiederspruch. Also gilt

g · y 2 X \ {x}.

2.2.22 Satz (Kriterium für k-Transitivität). Es seien X eine transitive G-Menge und
k � 2. Die Wirkung von G auf X ist genau dann k-transitiv, wenn X \ {x} für
alle x 2 X eine (k � 1)-transitive StG(x)-Menge ist.

Beweis. Wir bemerken kurz, dass |X| � k genau dann gilt, wenn |X\{x}| � k�1

gilt. Angenommen die Wirkung von G auf X ist k-transitiv. Es sei x 2 X beliebig;
wir definieren X

0 = X \ {x}. Sind

(x1, . . . , xk�1), (y1, . . . , yk�1) 2 X
0[k�1]

zwei (k�1)-Tupel verschiedener Elemente in X
0, dann sind (x1, . . . , xk�1, x) und

(y1, . . . , yk�1, x) zwei k-Tupel in X
[k]. Es gibt also ein Element g 2 G dergestalt,

dass g ·xi = yi für alle i 2 {1, 2, . . . , k� 1} und g ·x = x gelten. Wegen g ·x = x

liegt g im Stabilisator StG(x).

Nehmen wir nun an, dass die Wirkungen der Stabilisatoren jeweils (k � 1)-
transitiv sind. Es seien

(x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk) 2 X
[k]
.
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Da die Wirkung von G auf X transitiv ist, finden wir ein Element h 2 G mit
h · y1 = x1. Wegen h · (y1, . . . , yk) 2 X

[k] gilt h · yi 6= x1 für alle i � 2. Da die
Wirkung von StG(x1) auf X \ {x1} nach Voraussetzung (k � 1)-transitiv ist,
finden wir ein g 2 StG(x1) mit

g · (x2, . . . , xk) = (h · y2, . . . , h · yk).

Also erfüllt das Element h
�1
g die Bedingung

h
�1
g · (x1, . . . , xk) = h

�1
· (x1, h · y2 . . . , h · yk) = (y1, y2 . . . , yk).

2.2.23 Satz. Jede 2-transitive Wirkung ist primitiv.

Beweis. Es sei X eine 2-transitive G-Menge. Wir wollen zeigen, dass jeder Block
trivial ist. Dazu nehmen wir eine echte Teilmenge B ( X mit |B| � 2 und
zeigen, dass B kein Block ist.

Wir finden verschiedene Elemente x, y, z 2 X mit x, y 2 B aber z /2 B. Weil
die Wirkung 2-transitiv ist, gibt es g 2 G dergestalt, dass g · (x, y) = (x, z) gilt.
Daraus folgt g · B 6= B, denn z 2 g · B. Zusätzlich ist x 2 g · B \ B, also ist B

kein Block.

2.2.24 Aufgabe. LZeigen Sie, dass die Wirkung der alternierenden Gruppe An auf
{1, 2, . . . , n} 2-transitiv ist, falls n � 4 gilt.

92



�.�. Direkte Produkte �.�.�

�.�. Direkte Produkte

2.3.1 In diesem Abschnitt werden wir ein einfaches Verfahren kennenlernen, mit dem
man viele neue Beispiele von Gruppen konstruieren kann: das direkte Produkt.

2.3.2 Das direkte Produkt zweier Gruppen. Es seien G1, G2 zwei Gruppen. Auf
dem kartesischen Produkt

G1 ⇥G2 = {(g1, g2) | g1 2 G1, g2 2 G2}

definieren wird eine Gruppenstruktur, indem wir das Produkt von Paaren
komponentenweise definieren, d.h.,

(g1, g2)(h1, h2) := (g1h1, g2h2).

für alle g1, h1 2 G1 und g2, h2 2 G2. Dabei ist natürlich in der ersten Kompo-
nente die Gruppenmultiplikation aus G1 und in der zweiten Komponente die
Gruppenmultiplikation aus G2 gemeint. Das Assoziativgesetz für die neue Multi-
plikation lässt sich direkt aus Assoziativität der beiden Gruppenmultiplikationen
herleiten. Für alle g1, h1, k1 2 G1 und g2, h2, k2 2 G2 gilt

�
(g1, g2)(h1, h2)

�
(k1, k2) =(g1h1, g2h2)(k1, k2) = ((g1h1)k1, (g2h2)k2)

=(g1(h1k1), g2(h2k2)) = (g1, g2)
�
(h1, h2)(k1, k2)

�
.

Das Paar (eG1 , eG2) ist ein neutrales Element für die Multiplikation, denn

(eG1 , eG2)(g1, g2) = (eG1g1, eG2g2) = (g1, g2) = (g1, g2)(eG1 , eG2).

Offensichtlich ist das Element (g�1
1 , g

�1
2 ) invers zu (g1, g2) und damit ist G1⇥G2

eine Gruppe. Die Gruppe G1 ⇥G2 nennt man das direkte Produkt der Gruppen
G1 und G2.

2.3.3 Direkte Produkte allgemein. Die Konstruktion und der Beweis in 2.3.2
verwenden nirgends die Tatsache, dass wir das kartesische Produkt von zwei
Gruppen gebildet haben. Genauso kann man das direkte Produkt von drei, vier,
fünf oder unendlich vielen Gruppen konstruieren. Es sei also (Gi)i2I eine Familie
von Gruppen, die durch eine beliebige Indexmenge I parametrisiert wird. Zum
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Beispiel kann man I = {1, 2}, I = {1, 2, 3} oder I = N wählen. Erweitert man
den Beweis aus 2.3.2 von zwei auf beliebig viele Faktoren L(Übungsaufgabe!),
dann erhält man folgenden Satz:

Das kartesische Produkt

Y

i2I

Gi = {(gi)i2I | gi 2 Gi}

bildet zusammen mit der Multiplikation

(gi)i2I(hi)i2I := (gihi)i2I

eine Gruppe. Das neutrale Element ist (eGi
)i2I und das inverse Element zu

(gi)i2I ist (g�1
i
)i2I .

Die Gruppe
Q

i2I
Gi nennt man das direkte Produkt der Gruppen (Gi)i2I .

2.3.4 Projektionen. Wir betrachten das direkte Produkt
Q

i2I
Gi. Es sei j 2 I.

Die Projektion ⇡j :
Q

i2I
Gi ! Gj auf die j-te Komponente – also die Abbildung

(gi)i2I 7! gj – ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Sicherlich ist ⇡j surjektiv. Die folgende Rechnung zeigt, dass ⇡j ein Homomor-
phismus ist:

⇡j

�
(gi)i2I(hi)i2I

�
= ⇡j

�
(gihi)i2I

�
= gjhj = ⇡j

�
(gi)i2I

�
⇡j

�
(hi)i2I

�
.

Es ist sehr nützlich Konstruktionen wie das direkte Produkt anhand ihrer
universellen Eigenschaften zu untersuchen. Das wird in der Kategorientheorie
systematisch versucht. Das direkte Produkt von Gruppen, das wir gerade kon-
struiert haben, besitzt also die universelle Eigenschaft des direkten Produktes
im Sinne der Kategorientheorie.

2.3.5 Universelle Eigenschaft des direkten Produktes. Es seien H eine Grup-
pe und (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Ist für jedes i 2 I ein Homomor-
phismus ↵i : H ! Gi gegeben, dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus
⇧↵ : H !

Q
i2I

Gi, sodass
⇡j � ⇧↵ = ↵j
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für alle j 2 I. Das folgende Diagramm ist also kommutativ für alle j 2 I:

H
Q

i2I
Gi

Gj

↵j

⇧↵

⇡j

Beweis. Wir definieren ⇧↵(h) := (↵i(h))i2I , denn dann (und nur dann!) gilt die
gewünschte Eigenschaft

⇡j(⇧↵(h)) = ↵j(h).

Man muss nur prüfen, dass ⇧↵ ein Homomorphismus ist, aber das ist eine leichte
Übungsaufgabe. L

Wir wollen nun ein Kriterium herleiten, mit dem man feststellen kann, ob eine
Gruppe das direkte Produkt zweier Normalteiler ist. Dazu benötigen wir folgende
Beobachtung.

2.3.6 Hilfssatz. Es seien G eine Gruppe und N,M E G zwei Normalteiler. Dann
gilt

[N,M ] ✓ N \M.

Falls N \M = {e} ist, dann kommutieren die Elemente von N und M paarwei-
se.

Beweis. Es seien n 2 N und m 2 M . Dann gilt

[n,m] = nmn
�1
m

�1 = n (mn
�1
m

�1)| {z }
2N

= (nmn
�1)| {z }

2M

m
�1

2 N \M.

Ist der Schnitt N \M trivial, dann folgt [N,M ] = {e} und die Elemente von
N und M vertauschen; siehe 1.4.11.

2.3.7 Satz. Es sei G eine Gruppe. Sind N,M Normalteiler von G mit N \M = {e},
dann ist die Abbildung

p : N ⇥M ! G mit (n,m) 7! nm
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ein injektiver Homomorphismus von Gruppen. Gilt zusätzlich NM = G, dann
ist p ein Isomorphismus.

Beweis. Aus 2.3.6 folgt, dass die Elemente von N und M paarweise vertauschen.
Damit ist p ein Homomorphismus, denn

p((n,m)(n0
,m

0)) = p(nn0
,mm

0) = nn
0
mm

0 = nmn
0
m

0 = p(n,m)p(n0
,m

0)

für alle n, n
0
2 N und m,m

0
2 M . Es sei (n,m) 2 Ker(p), dann gilt nm = e und

somit n = m
�1

2 N \M . Weil der Schnitt N \M trivial ist folgt (n,m) = (e, e)

und damit ist p injektiv.

Gilt auch NM = G, dann ist p auch surjektiv und damit ein Isomorphismus.

2.3.8 Aufgabe. LUnter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Aussage und der
Beweis von 2.3.7 von zwei auf endlich viele Normalteiler verallgemeinern.

Formulieren Sie passende Bedingungen für drei Normalteiler und nutzen Sie
diese um 2.3.7 zu verallgemeinern.

2.3.9 Korollar. Es seien m1,m2 teilerfremde natürliche Zahlen und n = m1m2.
Dann gibt es einen Isomorphismus

Z/m1Z⇥ Z/m2Z ⇠= Z/nZ.

Beweis. Nach dem Satz über die zyklischen Gruppen 1.5.1 hat Z/nZ zwei
zyklische Untergruppen M1 und M2 der Ordnung m1 bzw. m2. Weil m1 und m2

teilerfremd sind, folgt aus dem Satz von Lagrange 1.2.21 bereits

M1 \M2 = {e}.

Aus 2.3.7 erhalten wir einen injektiven Homorphismus p : M1⇥M2 ! Z/nZ. Da
beide Gruppen die Ordnung n = m1m2 haben, ist p auch surjektiv und damit
ein Isomorphismus.

Durch wiederholte Anwendung von 2.3.9 erhalten wir:
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2.3.10 Korollar. Es sei m 2 N mit Primfaktorzerlegung5
m = p

f1
1 · p

f2
2 · · · p

fk

k
. Dann

gilt
Z/mZ ⇠= Z/pf11 Z⇥ Z/pf22 Z⇥ · · ·⇥ Z/pfk

k
Z.

2.3.11 Das beschränkte direkte Produkt. Es sei I eine (unendliche) Indexmenge
und (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Die Elemente (gi)i2I mit gi = eGi

für
fast alle i – d.h., für alle bis auf endlich viele i 2 I – bilden eine Untergruppe
des direkten Produktes

Q
i2I

Gi. Wir nennen diese Untergruppe das beschränkte
direkte Produkt und bezeichnen sie mit

Y0

i2I

Gi =
n
(gi)i2I 2

Y

i2I

Gi | gi = eGi
für fast alle i 2 I

o
.

Für endliche Indexmengen gibt es natürlich keinen Unterschied zwischen dem
direkten Produkt und dem beschränkten direkten Produkt. Das beschränkte
direkte Produkt wird von den Elementen erzeugt, die genau einen Eintrag gi 6= e

besitzen.

2.3.12 Vorsicht. �Für das beschränkte direkte Produkt kursieren diverse Namen in
der Literatur, z.B., „direkte Summe“. Andere Autoren bezeichnen unser direktes
Produkt als „unbeschränktes direktes Produkt“ und verwenden die Bezeichnung
direktes Produkt im beschränkten Fall.

2.3.13 Bemerkung. Das beschränkte direkte Produkt über einer unendliche Index-
menge ist gewissermaßen „deutlich kleiner“ als das direkte Produkt. Zum Beispiel
ist das beschränkte direkte Produkt

Y0

i2N0

Z/2Z

abzählbar unendlich. Um das zu sehen, kann man die Elemente mittels des
Binärsystems den natürlichen Zahlen zuordnen. Andererseits folgt aus dem
Cantor’schen6 Diagonalargument, dass das direkte Produkt

Q
i2N0

Z/2Z überab-
zählbar ist.

2.3.14 Inklusionsabbildungen. Es sei I eine Indexmenge und (Gi)i2I eine Familie
5Die Primzahlen p1, . . . , pk sind also paarweise verschieden.
6Georg Cantor: deutscher Mathematiker, 1845 – 1918.
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von Gruppen. Für jedes j 2 I ist die „Inklusionsabbildung“ ◆j : Gj !

Y0

i2I

Gi

ein Homomorphismus. Diese Abbildung bildet g 2 Gj auf (gi)i2I ab, wobei
gj = g und gi = e für alle i 6= j ist.

2.3.15 Universelle Eigenschaft des beschränkten direkten Produktes. Das
beschränkte direkte Produkt

Y0

i2I

Gi einer Familie (Gi)i2I von Gruppen erfüllt
folgende universelle Eigenschaft:

Es seien G eine Gruppe und ↵i : Gi ! G eine Familie von Homomorphismen.
Falls für alle i 6= j die Bilder von ↵i und ↵j elementweise vertauschen, dann
existiert ein eindeutiger Homomorphismus

Y0

i2I

↵i :
Y0

i2I

Gi ! G,

mit (
Y0

i2I

↵i) � ◆j = ↵j für alle j 2 I.

Gj

Y0

i2I

Gi

G

↵j

◆j

Y0

i2I

↵i

Beweis. Es seien G eine Gruppe und ↵i : Gi ! G eine Familie von Homomor-
phismen. Wir zeigen zuerst die Existenz des Homomorphismus

Y0

i2I

↵i. Es sei

g = (gi)i2I 2
Y0

i2I

Gi. Nach Definition des beschränkten direkten Produktes
ist die Teilmenge S(g) = {i 2 I | gi 6= e} endlich. Ordnen wir die Elemente von
S(g) beliebig an, sagen wir S(g) = {i1, i2, . . . , ik}, dann ist

�(g) := ↵i1(gi1) · ↵i2(gi2) · · ·↵ik
(gik)

ein Element in G. Da die Bilder der Homomorphismen ↵i1 , . . . ,↵ik
paarweise

vertauschen, ist die gewählte Reihenfolge dabei unwichtig; wir schreiben daher
kurz

�(g) =
Y

i2S(g)

↵i(gi).
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Nun prüft man nach, dass � ein Homomorphismus ist (Übungsaufgabe! L). Dies
ist der gesuchte Homomorphismus, denn wegen S(◆j(gj)) = {j} gilt

�(◆j(gj)) = ↵j(gj)

Nun zur Eindeutigkeit: Die Bilder der Inklusionsabbildungen erzeugen das
beschränkte Produkt

Y0

i2I

Gi, denn es gilt

g = (gi)i2I =
Y

i2S(g)

◆i(gi).

Daraus folgt die Eindeutigkeit (siehe 1.4.8 (ii)).

2.3.16 Aufgabe. LEs sei (Gi)i2I eine Familie von Gruppen. Zeigen Sie, dass das

beschränkte direkte Produkt
Y0

i2I

Gi ein Normalteiler des direkten Produktes
Q

i2I
Gi ist.
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�.�. Semidirekte Produkte

2.4.1 Aus Satz 2.3.7 wissen wir, dass eine Gruppe G, die Normalteiler N,M E G

besitzt mit N \M = {e} und NM = G, zum direkten Produkt N⇥M isomorph
ist. In diesem Fall vertauschen die Elemente von N mit denen von M .

Was passiert aber wenn nur eine der beiden Untergruppen N und M ein Normal-
teiler ist? Wir wollen hier eine weitere Konstruktion von Gruppen kennenlernen,
die das direkte Produkt zweier Faktoren entsprechend verallgemeinert.

I. Konstruktion und Beispiele

2.4.2 Wirkungen durch Automorphismen. Es seien H und K zwei Gruppen
und

H ⇥N ! N mit (h, n) 7! h
n

sei eine Gruppenwirkung. Man nennt diese Wirkung eine Wirkung durch Au-
tomorphismen, wenn für jedes h 2 H die Abbildung �h : n 7!

h
n ein Automor-

phismus von N ist.

2.4.3 Anmerkungen zur Definition.

(a) Die Notation h
n erinnert an die Konjugation und wir werden bald sehen,

warum das sinnvoll ist.

(b) Da die Abbildung �h : n 7!
h
n stets bijektiv ist (siehe 2.1.3 (b)), handelt es

sich genau dann um eine Wirkung durch Automorphismen, wenn jedes �h ein
Homomorphismus ist, d.h., wenn

h(nm) = h
n
h
m

für alle h 2 H und n,m 2 N gilt.

(c) In 2.1.3 (c) haben wir gesehen, dass die Abbildung � : H ! Sym(N) mit
h 7! �h ein Homomorphismus von Gruppen ist. Die Wirkung ist genau dann
eine Wirkung durch Automorphismen, wenn das Bild von � in der Automor-
phismengruppe Aut(N) liegt.
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2.4.4 Beispiel. Es seien G eine Gruppe und N,H Untergruppen. Falls H ✓ NG(N)

im Normalisator von N liegt, dann gilt

h
n = hnh

�1
2 N

für alle n 2 N und h 2 H. Die Konjugationswirkung H ⇥ N ! N mit
(h, n) 7!

h
n ist dann eine Wirkung von H auf N durch Automorphismen,

denn
h(nm) = hnmh

�1 = hnh
�1
hmh

�1 = h
n
h
m.

2.4.5 Beispiel. Es sei G eine Gruppe. Die Automorphismengruppe Aut(G) wirkt
auf G durch Automorphismen vermöge

Aut(G)⇥G ! G mit (↵, g) 7! ↵(g).

Es handelt sich dabei um die Einschränkung der Wirkung von Sym(G) auf G
(siehe Beispiel 2.1.4) auf die Untergruppe Aut(G).

2.4.6 Das semidirekte Produkt. Es seien H und N Gruppen und es sei

w : H ⇥N ! N mit w(h, n) = h
n

eine Wirkung durch Automorphismen. Wir betrachten die Menge N ⇥H und
definieren darauf die Verknüpfung

(n, h) ⇤w (m, k) := (nh
m,hk).

Wir wollen zeigen, dass diese Verknüpfung eine Gruppenstruktur auf N ⇥H

definiert. Dazu prüfen wir zunächst die Assoziativität. Es seien dazu h1, h2, h3 2

H und n1, n2, n3 2 N .

�
(n1, h1)⇤w(n2, h2)

�
⇤w (n3, h3) = (n1

h1n2, h1h2) ⇤w (n3, h3)

= (n1
h1n2

h1h2n3, h1h2h3) = (n1
h1(n2

h2n3), h1h2h3)

= (n1, h1) ⇤w (n2
h2n3, h2h3) = (n1, h1) ⇤w

�
(n2, h2) ⇤w (n3, h3)

�

101



�.�. Semidirekte Produkte �.�.�

Das Element (eN , eH) ist das links-neutrale Element, denn es gilt

(eN , eH)(n, h) = (eN
eHn, eHh) = (eHn, h) = (n, h);

dabei folgt der letzte Schritt aus dem Gruppenwirkungsaxiom (W1). Das Links-
inverse von (n, h) ist (h

�1
n
�1
, h

�1), denn wir erhalten

(h
�1
n
�1
, h

�1) ⇤w (n, h) = (h
�1
n
�1h�1

n, h
�1
h) = (h

�1
(n�1

n), eH) = (eN , eH).

Die Gruppe (N⇥H, ⇤w) heißt das semidirekte Produkt der von N mit H bezüglich
der Wirkung w. Wir verwenden die Notation NowH für das semidirekte Produkt
bezüglich w. Falls die Wirkung w aus dem Kontext klar hervorgeht, lässt man
den Index w meistens weg. Wie in jeder Gruppe verschweigen wir beim Rechnen
meistens das Symbol ⇤w für die Gruppenmultiplikation.

2.4.7 Satz. Das semidirekte Produkt NowH ist eine Gruppe mit der Multiplikation

(n, h) ⇤w (m, k) = (nh
m,hk).

Das neutrale Element ist (eN , eH) und das Inverse zu (n, h) ist (h�1
n
�1
, h

�1).
Die Abbildungen iN : N ! N ow H mit iN (n) = (n, eH) und iH : H ! N ow H

mit iH(h) = (eN , h) sind injektive Homomorphismen. Das Bild von iN

iN(N) :=
�
(n, eH) 2 N ow H

 

ist ein Normalteiler von N ow H. Die Konjugationswirkung von iH(H) auf
iN(N) ist durch

(eN , h)(n, eH)(eN , h
�1) = (hn, eH).

gegeben.

Beweis. Den ersten Teil haben wir schon in 2.4.6 bewiesen. Wir müssen nun
noch die Aussagen über iN und iH beweisen. Zunächst stellen wir fest, dass

(n, e)(m, e) = (nm, e) und (e, h)(e, k) = (e, hk)

gelten. Aus dieser Rechnung folgt direkt, dass die Abbildungen iN und iH
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Gruppenhomomorphismen sind. Da der Kern jeweils trivial ist, sind diese
injektiv; siehe 1.2.10. Für alle n,m 2 N und h 2 H gilt

(m,h)(n, e)(h
�1
m

�1
, h

�1) = (mh
n, h)(h

�1
m

�1
, h

�1) = (mh
nm

�1
, e) 2 iN(N),

also ist iN(N) ein Normalteiler. Die Aussage über die Konjugationswirkung
erhält man, indem man m = e setzt.

2.4.8 Beispiel (Diedergruppen). Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/nZ der
Ordnung n � 2. Die zweielementige Gruppe {±1} wirkt auf Z/nZ durch
Multiplikation, d.h.,

(�, k) 7! �k.

Das Element 1 wirkt also durch die Identität und das Element �1 durch Inversion
(siehe 1.1.19); es handelt sich also um eine Wirkung durch Automorphismen.
Das semidirekte Produkt

D2n = Z/nZo {±1}

heißt die Diedergruppe7 der Ordnung 2n. Das neutrale Element ist also (0, 1)

Die Diedergruppen sind wichtige Beispiele endlicher Gruppen, deshalb wollen wir
uns einige ihrer Eigenschaften anschauen. Wir betrachten nun die Elemente

r = (1, 1) und s = (0,�1)

in der Diedergruppe. Das Element r ist ein Element der Ordnung n und s ist
ein Element der Ordnung 2. Es gilt außerdem

[r, s] = rsr
�1
s
�1 = (1, 1)(0,�1)(�1, 1)(0,�1) = (2, 1) = r

2
.

Insbesondere ist die Diedergruppe D2n für n > 2 nicht abelsch (denn r
2
6= e).

Multiplizieren wir noch von links mit r�1 und verwenden s
�1 = s, dann erhalten

wir die Relation srs = r
�1

Die Elemente r und s erzeugen die Diedergruppe D2n. Um das einzusehen

7Sprich: Di-Eder
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nehmen wir ein beliebiges Element x = (k, �) 2 D2n. Falls � = 1, dann gilt
x = r

k. Andernfalls ist � = �1 und es gilt x = r
k
s.

Das Element t = rs ist ebenfalls ein Element der Ordnung 2, denn

t
2 = rsrs = r(srs) = rr

�1 = e.

Natürlich gilt r = ts, deshalb kann D2n von den beiden Elementen s, t der
Ordnung 2 erzeugt werden.

(Bei der Notation für die Diedergruppe muss man etwas aufpassen. In manchen
Texten wird die Bezeichnung Dn anstelle von D2n verwendet.)

2.4.9 Warnung. �In der Diedergruppe D2n gilt ord(t) = ord(s) = 2, aber ord(ts) = n.
Insbesondere sehen wir, dass die Ordnung von gh im Allgemeinen nicht mit den
Ordnungen von g und h ausgerechnet werden kann.

2.4.10 Beispiel. Man kann die Konstruktion der Diedergruppen etwas verallgemei-
nern. Es sei (A,+) eine abelsche Gruppe. Die zweielementige Gruppe {±1}

wirkt auf A, wobei wieder �1 als Inversion wirkt; vgl. 1.1.19. Man erhält dann
das semidirekte Produkt Ao {±1}. Führt man diese Konstruktion mit A = Z
aus, dann erhält man die unendliche Diedergruppe

D1 = Zo {±1}.

2.4.11 Aufgabe. L

(a) Zeigen Sie, dass die unendliche Diedergruppe D1 von zwei Elementen der
Ordnung 2 erzeugt wird.

(b) Zeigen Sie, dass für jedes n � 2 die Diedergruppe D2n isomorph zu einer
Faktorgruppe von D1 ist.

2.4.12 Beispiel (Der Holomorph einer Gruppe). Es sei G eine Gruppe. Wir betrach-
ten die natürliche Wirkung von Aut(G) auf G; siehe 2.4.5. Das semidirekte
Produkt GoAut(G) zu dieser Wirkung heißt der Holomorph von G. Als Notation
verwenden wir

Hol(G) := Go Aut(G).
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Das Produkt zweier Elemente (g,↵), (h, �) 2 Hol(G) im Holomorph ist also

(g,↵)(h, �) = (g↵(h),↵ � �).

2.4.13 Aufgabe. L

(a) Zeigen Sie, dass der Holomorph der unendlichen zyklischen Gruppe Z
isomorph zur unendlichen Diedergruppe D1 ist.

(b) Wie viele Elemente hat der Holomorph Hol(Z/mZ) einer endlichen zykli-
schen Gruppe?

II. Universelle Eigenschaft und Anwendungen

Auch das semidirekte Produkt kann mithilfe einer universellen Eigenschaft
beschrieben werden.

2.4.14 Universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes. Es seien N und H

Gruppen und w : (h, n) 7! h
n eine Wirkung von H auf N durch Automorphismen.

Ist G eine Gruppe und sind fH : H ! G und fN : N ! G Homomorphismen
mit der Eigenschaft

fH(h)fN(n)fH(h)
�1 = fN(

h
n)

für alle h 2 H und n 2 N , dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus
f̂ : N ow H ! G, sodass f̂ � iN = fN und f̂ � iH = fH gelten.

In anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert

H

N ow H G

N

fH

iH

f̂

iN

fN

Beweis. Wir überlegen uns zunächst die Eindeutigkeit. Es gilt iN(N)iH(H) =

N ow H, daher erzeugt die Menge iN (N)[ iH(H) das semidirekte Produkt. Aus
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1.4.8 folgt nun, dass ein Homomorphismus f̂ : N ow H ! G schon eindeutig
bestimmt ist, wenn wir wissen was f̂ auf den Mengen iN (N) und iH(H) macht.

Wir müssen nun noch zeigen, dass f̂ existiert. Dazu definieren wir

f̂(n, h) = fN(n)fH(h).

Es gelten nun f̂ � iN = fN und f̂ � iH = fH . Die folgende Rechnung zeigt, dass
f̂ ein Homomorphismus ist:

f̂((n, h)(m, k)) = f̂(nh
m,hk) = fN(n

h
m)fH(hk)

= fN(n)fN(
h
m)fH(h)fH(k)

= fN(n)fH(h)fN(m)fH(h)
�1
fH(h)fH(k)

= fN(n)fH(h)fN(m)fH(k) = f̂(n, h)f̂(m, k).

2.4.15 Die Symmetriegruppe des regelmässigen n-Ecks. Es seien n � 3 und

Mn = {exp(
2⇡ik

n
) 2 C | k 2 {0, . . . , n� 1}}

die Menge der Ecken des regelmäßigen n-Ecks mit Mittelpunkt 0 in C. Wir
wollen zeigen, dass die Isometriegruppe

Isom(C,Mn) = {f 2 Isom(C) | f(Mn) = Mn}

isomorph zur Diedergruppe D2n ist. Eine Isometrie von C ist hier eine Abbildung,
die die übliche Metrik d(z, w) = |z � w| erhält.

Es sei f 2 Isom(C,Mn). Wir beginnen mit einer Beobachtung: f ist durch
die Werte f(1) und f(exp(2⇡i

n
)) eindeutig bestimmt, denn jede andere Ecke ist

eindeutig durch Ihre Abstände zu 1 und exp(2⇡i
n
) festgelegt.

Damit zeigen wir nun, dass Isom(C,Mn) höchstens 2n Elemente besitzt. In der
Tat, es gibt n Ecken, also höchstens n Möglichkeiten für f(1). Da Isometrien
Abstände erhalten, muss die von 1 „benachbarte“ Ecke exp(2⇡i

n
) auf eine Nach-

barecke von f(1) abgebildet werden. Dafür gibt es höchstens 2 Möglichkeiten.
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⇢

Es ist aber nicht schwierig 2n verschieden Isometri-
en des n-Ecks anzugeben. Wir haben die identische
Abbildung, n� 1 Drehungen

⇢, ⇢
2
, . . . , ⇢

n�1

(sagen wir gegen den Uhrzeigersinn, d.h., ⇢(z) =

exp(2⇡i
n
)z) und n Spiegelungen. Es sei � die Spieglung an der reellen Achse. Die

verschiedenen Spiegelungen sind dann gerade die Elemente

�, ⇢�, ⇢
2
�, . . . , ⇢

n�1
�.

Weiter gilt �⇢� = ⇢
�1 (wie bereits erwähnt, genügt es diese Gleichheit auf

zwei benachbarten Ecken zu prüfen). Die Drehungen bilden eine zyklische
Untergruppe der Ordnung n und die Spiegelung � erzeugt eine zweielementige
Untergruppe. Da die Konjugationswirkung von � auf der Gruppe der Drehungen
genau die Inversion ist, liefert uns die universelle Eigenschaft des semidirekten
Produktes einen Homomorphismus

D2n ! Isom(C,Mn)

mit (k + nZ, 1) 7! ⇢
k und (k + nZ,�1) 7! ⇢

k
�. Da wir alle Elemente von

Isom(C,Mn) bestimmt haben, sehen wir, dass die Abbildung surjektiv ist. Beide
Gruppen haben die Ordnung 2n, also handelt es sich schon um einen Isomor-
phismus.

2.4.16 Definition (Komplement). Es seien G eine Gruppe und K  G eine Untergrup-
pe. Eine Untergruppe H  G heißt Komplement von K in G, wenn K\H = {e}

und KH = G gelten.

2.4.17 Satz. Es sei G eine Gruppe. Sind N E G ein Normalteiler und H  G ein
Komplement von N in G, dann gilt

N ow H ⇠= G

wobei w(n, h) = h
n die Konjugationswirkung von H auf N ist.

107



�.�. Semidirekte Produkte �.�.��

2.4.18 Sind die Voraussetzungen des Satzes erfüllt, dann nennt man G das semidirekte
Produkt von N und H, wobei man die Konjugationswirkung nicht mehr explizit
erwähnt.

Beweis. Es seien fH : H ! G und fN : N ! G die Inklusionsabbildungen.
Es gilt fH(h)fN(n)fH(h)�1 = hnh

�1 = h
n, deshalb liefert uns die universelle

Eigenschaft des semidirekten Produktes 2.4.14 einen Homomorphismus von
Gruppen

f̂ : N ow H ! G mit f̂(n, h) = nh.

Nach Voraussetzung ist G = NH und f̂ ist daher surjektiv. Außerdem hat
f̂ einen trivialen Kern und ist somit injektiv; siehe 1.2.10. In der Tat, es gilt
f̂(n, h) = e nur dann, wenn n = h

�1
2 N \H = {e} liegt.

2.4.19 Beispiel. Die symmetrische Gruppe Sn (mit n � 2) ist isomorph zu einem
semidirekten Produkt der Form An o Z/2Z. Dies kann man anhand von Satz
2.4.17 schnell einsehen, denn An E Sn ist ein Normalteiler von Index 2 und die
zweielementige Gruppe h(1 2)i ist ein Komplement von An in Sn.

2.4.20 Beispiel (Die affine Gruppe). Es sei K ein Körper. Eine Abbildung fv,A : Kn
!

K
n der Form

fv,A(x) = v + Ax

mit A 2 GLn(K) und v 2 K
n heißt affine Abbildung. Die Menge der affinen

Abbildungen

A↵n(K) = {fv,A : K
n
! K

n
| A 2 GLn(K) und v 2 K

n
}

bildet mit der Verknüpfung von Abbildungen eine Untergruppe von Sym(Kn),
denn

fv,A � fw,B(x) = v + A(w +Bx) = v + Aw + ABx = fAw+v,AB(x)

für alle x 2 K
n und die Umkehrabbildung von fv,A ist f�A�1v,A�1 . Die Gruppe

A↵n(K) heißt die affine Gruppe des K
n.

Die allgemeine lineare Gruppe GLn(K) ist eine Untergruppe von A↵n(K); sie
besteht genau aus den Abbildungen der Form f0,A. Die affinen Abbildungen der
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Form Tv = fv,En
nennt man Translationen. Die Menge der Translationen

T (Kn) = {Tv | v 2 K
n
}

bildet ebenfalls eine Untergruppe der affinen Gruppe. (Übungsaufgabe: T (Kn)

ist isomorph zu (Kn
,+)). LDie Gruppe der Translationen ist ein Normalteiler

von A↵n(K), denn es gilt

fv,A � Tw � f
�1
v,A

(x) = v + A(w � A
�1
v + A

�1
x) = Aw + x = TAw(x)

für alle x 2 K
n. Wir beobachten nun fv,A = Tv � f0,A, also gilt A↵n(K) =

T (Kn)GLn(K). Weil nur die Translation T0 den Nullvektor fixiert, gilt auch
T (Kn) \GLn(K) = {idKn}. Nun folgt aus Satz 2.4.17, dass die affine Gruppe
isomorph zum semidirekten Produkt

A↵n(K) ⇠= K
n oGLn(K)

ist. Die Wirkung von GLn(K) auf Kn ist dabei die Wirkung aus Beispiel 2.1.5.

2.4.21 Kurze exakte Folgen. Es seien G,H und K Gruppen und ↵ : K ! G und
� : G ! H Homomorphismen. Man nennt die Folge

K
↵

�! G
�

�! H

exakt bei G, wenn Bild(↵) = Ker(�) gilt.

Zwei spezielle Fälle werden sehr häufig gebraucht. Nehmen wir zunächst an,
dass K = {e} die triviale Gruppe ist. Die Folge

{e} �! G
�

�! H

ist also genau dann exakt, wenn Ker(�) = {e} gilt, d.h., wenn � injektiv ist
(1.2.10). Nun schauen wir uns den Fall an, dass H = {e} die triviale Gruppe ist.
Die Folge

K
↵

�! G �! {e}

ist genau dann exakt, wenn ↵(K) = G gilt, d.h., wenn ↵ surjektiv ist.

109



�.�. Semidirekte Produkte �.�.��

Man bezeichnet
{e} �! K

↵
�! G

�

�! H �! {e}

als kurze exakte Folge, wenn die Folge bei K, G und H exakt ist. Es gilt also ↵

ist injektiv, � ist surjektiv und Bild(↵) = Ker(�). In diesem Fall ist ↵(K) ein zu
K isomorpher Normalteiler von G und die Faktorgruppe G/↵(K) ist isomorph
zu H; siehe 1.3.11. Man nennt G dann eine Erweiterung von K durch H.

2.4.22 Aufgabe. LEs sei G eine Erweiterung von K durch H. Zeigen Sie: Sind K und
H endlich, dann ist auch G endlich und es gilt |G| = |K| · |H|.

2.4.23 Spaltende kurze exakte Folgen. Es sei

{e} �! N
j

�! G
�

�! H �! {e}

eine kurze exakte Folge von Gruppen. Man sagt, dass die Folge spaltet, wenn es
einen Homomorphismus s : H ! G gibt mit der Eigenschaft

�(s(h)) = h

für alle h 2 H. Der Homomorphismus s ist also rechtsinvers zu �; man nennt
s eine Spaltabbildung. Die Existenz einer Spaltabbildung kann man durch ein
Diagramm der Form

{e} N G H {e}
j �

s

darstellen. Eine Spaltabbildung ist übrigens immer injektiv, denn aus s(h) = e

folgt h = �(s(h)) = e.

2.4.24 Satz. Ist
{e} N G H {e}

j �

s

eine spaltende kurze exakte Folge von Gruppen, dann ist G isomorph zu einem
semidirekten Produkt N oH.

Beweis. Da j injektiv ist, ist das Bild von j isomorph zu N . Um die Notation
etwas zu vereinfachen, identifizieren wir N mit dem Bild j(N) und tun so, als
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sei N ✓ G und j die Inklusionsabbildung.

Zuerst müssen wir eine Wirkung von H auf N finden. Dazu verwenden wir die
Spaltabbildung und definieren

w(h, n) := s(h)
n = s(h)ns(h)�1

.

Nun verwenden wir wieder die universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes
für die Abbildungen fN = j und fH = s und erhalten einen Homomorphismus

f̂ : N ow H ! G mit f̂(n, h) = ns(h).

Wir müssen uns nun davon überzeugen, dass f̂ ein Isomorphismus ist. Der
Homomorphismus f̂ ist surjektiv, denn für alle g 2 G gilt

g = (gs(�(g))�1

| {z }
2N

)s(�(g)) = f̂(gs(�(g))�1
, �(g)).

Um zu sehen, dass f̂ auch injektiv ist, nehmen wir ein Element (n, h) im Kern.
Dann gilt f̂(n, h) = ns(h) = e und damit auch s(h) 2 N = Ker(�). Daraus folgt
nun e = �(s(h)) = h und damit auch n = e.

III. Die Isometriegruppe des Rn

2.4.25 Die Isometriegruppe des Rn. Am Ende dieses Abschnitts begeben wir uns
auf eine kleine Exkursion und untersuchen die Isometriegruppe

Isom(Rn) = {f : Rn
! Rn

| d(f(u), f(v)) = d(u, v) für alle u, v 2 Rn
}.

Wir werden sehen, dass sich die Isometriegruppe wieder als semidirektes Produkt
verstehen lässt.

In Beispiel 1.1.13 hatten wir schon zwei Arten von Isometrien erwähnt:

• Die Translationen Tw : x 7! x+ w mit w 2 Rn und

• die orthogonalen linearen Abbildungen x 7! Ax mit A 2 O(n).
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Etwas allgemeiner erhält man durch Verknüpfung nun die Abbildungen

fw,A : Rn
! Rn mit fw,A(x) = w + Ax

mit einem Vektor w 2 Rn und einer orthogonalen Matrix A 2 O(n). Abbildungen
dieser Art sind uns schon in Beispiel 2.4.20 begegnet. In der Tat ist fw,A eine
Isometrie, denn für alle u, v 2 Rn gilt

d(fw,A(u), fw,A(v)) = k(w+Au)� (w+Av)k = kA(u�v)k = ku�vk = d(u, v);

hier verwenden wir im vorletzten Schritt, dass A orthogonal ist. Wir wollen nun
beweisen, dass jede des Rn Isometrie von der Form fw,A ist.

2.4.26 Satz über die Isometriegruppe des Rn. Die Elemente von Isom(Rn)

sind genau die Abbildungen der Form fw,A für einen Vektor w 2 Rn und eine
orthogonale Matrix A 2 O(n). Insbesondere gibt es einen Isomorphismus

Isom(Rn) ⇠= Rn oO(n)

wobei das semidirekte Produkt bezüglich der kanonischen Wirkung von O(n) auf
Rn gebildet wird.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Abbildungen fw,A Isometrien sind. Zuerst
wollen wir zeigen, dass Isometrien Geraden auf Geraden abbilden. Dazu benötigen
wir etwas lineare Algebra.

Es seien x, x
0
2 Rn mit x 6= x

0 gegeben. Die Gerade durch x und x
0 besteht

genau aus den Punkten der Form (1� t)x+ tx
0 mit t 2 R. Es sei nun � 2 R fest

gewählt. Wir zeigen: Der Punkt (1� �)x+ �x
0 ist der eindeutige Punkt im Rn,

der von x den Abstand |�|kx� x
0
k und von x

0 den Abstand |1� �|kx� x
0
k hat.

Dass (1� �)x+ �x
0 diese Eigenschaften besitzt ist klar, wir müssen uns aber

überlegen, warum es keinen anderen solchen Punkt gibt. Es sei also y 2 Rn ein
Punkt mit diesen Eigenschaften, d.h.,

�
2
kx� x

0
k
2 = hy � x, y � xi = kyk

2
� 2hy, xi+ kxk

2

(1� �)2kx� x
0
k
2 = hy � x

0
, y � x

0
i = kyk

2
� 2hy, x0

i+ kx
0
k
2
.
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Subtrahieren wir die obere Zeile von der unteren und ziehen zusätzlich noch
kx� x

0
k
2 ab, dann erhalten wir

�2�kx� x
0
k
2 = 2hy � x, x� x

0
i

Wir wollen zeigen, dass y auf der Gerade durch die Punkte x und x
0 liegt. Die

Cauchy-Schwarz Ungleichung (siehe „Lineare Algebra“ 6.1.9) liefert nun

|�|kx� x
0
k
2 = |hy � x, x� x

0
i|

?

 ky � xkkx� x
0
k = |�|kx� x

0
k,

wobei im Schritt ? nur dann Gleichheit besteht, wenn y � x und x� x
0 linear

abhängig sind, d.h., wenn y auf der Gerade durch x und x
0 liegt. Daher muss y

von der Form y = (1�t)x+tx
0 sein für ein t 2 R. Da |t| = |�| und |1�t| = |1��|

gelten, muss t = � sein. Es sei nun f 2 Isom(Rn) beliebig. Weil f Abstände
erhält, gilt nun also

f((1� �)x+ �x
0) = (1� �)f(x) + �f(x0) (2.4.a)

für alle x, x
0
2 Rn und � 2 R.

Als nächstes beweisen wir, dass f von der Form f = fw,A ist. In diesem Fall
wäre w = f(0), also definieren wir einfach w := f(0). Wir untersuchen nun die
Isometrie f

0 = T�w � f . Diese erfüllt f 0(0) = 0 und wenn die Aussage des Satzes
richtig ist, dann ist f

0 eine orthogonale lineare Abbildung.

Aus 2.4.a folgt mit x = 0, dass f
0 homogen ist, d.h., für alle x

0
2 Rn und alle

� 2 R gilt die Identität
f
0(�x0) = �f

0(x0).

Aus der Homogenität und Gleichung 2.4.a ergibt sich

f
0(x+ x

0) = 2f 0(
1

2
(x+ x

0)) = 2(
1

2
f(x) +

1

2
f(x0)) = f(x) + f(x0).

Die Abbildung f
0 ist also linear und weil f 0 Abstände erhält, handelt es sich um

eine orthogonale Abbildung f
0(v) = Av mit A 2 O(n); siehe „Lineare Algebra“,

Proposition 6.3.12.

Zuletzt wollen wir zeigen, dass Isom(Rn) ein semidirektes Produkt ist. Das
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funktioniert genau wie in Beispiel 2.4.20. Dazu prüft man zunächst, dass die
Menge der Translationen T (Rn) = {Tw | w 2 Rn

} ein zu Rn isomorpher
Normalteiler von Isom(Rn) ist. Die Untergruppe der orthogonalen Abbildungen
f0,A ist ein Komplement von T (Rn), deshalb sieht man mit Satz 2.4.17, dass
Isom(Rn) ein semidirektes Produkt der Form Rn oO(n) ist. Um die Wirkung
von O(n) auf T (Rn) auszurechnen, konjugieren wir eine Translation mit einer
orthogonalen Abbildung:

f0,A � Tw � f
�1
0,A(v) = A(w + A

�1
v) = Aw + v = TAw(v).

114



�.6. Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit � �.6.�

�.6. Lösungen der Aufgaben in Kurseinheit �

L2.1.9 Lösung. Es sei z 2 H und

A =

 
a b

c d

!
2 SL2(R)

Wir betrachten die Möbius-Transformation

A · z :=
az + b

cz + d
.

Wir müssen zunächst prüfen, dass hier nicht durch Null dividiert wird. Falls
der Nenner verschwindet, dann ist die Zahl cz reell. Weil aber =(z) > 0 gilt, ist
die komplexe Zahl cz nur dann reell, wenn c = 0 ist. Aus c = 0 folgt aber stets
d 6= 0, denn die Determinante det(A) = ad� bc ist 1.

Als nächstes überlegen wir uns, ob A · z wieder in H liegt. Dazu bestimmen wir
den Imaginärteil. Es sei z = x+ yi. Dann gilt

az + b

cz + d
=

(az + b)(cz + d)

|cz + d|2
=

(acx2 + adx+ acy
2 + bcx+ bd)

|cz + d|2
+

(ad� bc)y

|cz + d|2
i

Wegen det(A) = ad� bc = 1 ist der Imaginärteil von A · z genau y

|cz+d|2
und ist

damit positiv.

Die Möbius-Transformationen definieren eine Wirkung von SL2(R) auf H. Of-
fensichtlich ist E2 · z = z. Es seien nun

A =

 
a b

c d

!
, B =

 
a
0

b
0

c
0

d
0

!
2 SL2(R).

Dann gilt

AB =

 
aa

0 + bc
0

ab
0 + bd

0

ca
0 + dc

0
cb

0 + dd
0

!
,
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und damit

A · (B · z) = A ·

✓
a
0
z + b

0

c0z + d0

◆
=

a
a
0
z+b

0

c0z+d0 + b

c
a0z+b0

c0z+d0 + d

=
aa

0
z + ab

0 + b(c0z + d
0)

ca0z + cb0 + d(c0z + d0)
=

(aa0 + bc
0)z + ab

0 + bd
0

(ca0 + dc0)z + cb0 + dd0
= (AB) · z.

L2.1.24 Lösung. (1): Die Drehgruppe D(W ) wirkt transitiv auf der Menge der 6 Sei-
tenflächen des Würfels. Die Bahnengleichung 2.1.21 ermöglicht es uns, die
Ordnung der Drehgruppe D(W ) zu bestimmen, indem wir die Ordnung der
Stabilisatorgruppe bestimmen.

Welche Drehungen des Würfels stabilisieren eine vorgegebene Seite S ✓ W?
Wenn eine Drehung f die Seite S stabilisiert, d.h, f(S) = S, dann stabilisiert f
auch die gegenüberliegende Seite und die Mittelpunkte dieser beiden Seiten. Es
kann sich also nur um eine Drehung um die Achse durch die beiden gegenüberlie-
genden Seitenmittelpunkte handeln. Davon gibt es 4 Stück: die Drehungen um
0�, 90�, 180� und 270�. Also gilt | StD(W )(S)| = 4 und mit der Bahnengleichung
erhalten wir

|D(W )| = |D(W ) · S| · | StD(W )(S)| = 6 · 4 = 24.

Man kann nun mit etwas rumprobieren alle Drehungen auflisten. Die 24 Elemente
der Drehgruppe sind:

(a) Die Identität (Anzahl: 1).

(b) Drehungen um 180� Grad um die Achse durch zwei
gegenüberliegende Seitenmittelpunkte (Anzahl: 3).

(c) Drehungen um 90� oder 270� Grad um die Achse
durch zwei gegenüberliegende Seitenmittelpunkte
(Anzahl: 3 · 2 = 6).

(d) Drehungen um 180� um die Achse durch zwei ge-
genüberliegender Kantenmittelpunkte (Anzahl: 6).
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(e) Drehungen um 120� oder 240� Grad um die Achse
durch zwei diametral gegenüberliegende Ecken (Anzahl: 4 · 2 = 8).

(2): Wir wollen das Abzählproblem mithilfe der Burnside’schen Formel 2.1.22
lösen. Dazu sei X die Menge aller schwarz-weiß gefärbter Würfel. Die Menge X

enthält 26 = 64 Elemente. Die Drehgruppe D(W ) wirkt auf X durch Drehungen
und wir wollen genau die Anzahl der Bahnen bestimmen. Dazu müssen wir für
jedes Element der Drehgruppe, die Anzahl der fixierten Färbungen bestimmen.
Dazu verwenden wir die Liste aus Teil (1).

(a) Die Identität fixiert jede Färbung, d.h, |FixX(id)| = 64.

(b) Die Drehungen um 180� Grad um die Achse durch zwei gegenüberliegende
Seitenmittelpunkte fixieren jeweils 24 = 16 Färbungen.

(c) Die Drehungen um 90� oder 270� Grad um die Achse durch zwei ge-
genüberliegende Seitenmittelpunkte fixieren jeweils 23 = 8 verschiedene
Färbungen.

(d) Die Drehungen um 180� um die Achse durch zwei gegenüberliegender
Kantenmittelpunkte fixieren jeweils 23 = 8 verschiedene Färbungen.

(e) Drehungen um 120� oder 240� Grad um die Achse durch zwei diametral
gegenüberliegende Ecken fixieren jeweils 22 = 4 verschiedene Färbungen.

Mit der Burnside’schen Formel 2.1.22 erhalten wir

|X/D(W )| =
1

24
(64 + 3 · 16 + 6 · 8 + 6 · 8 + 8 · 4) = 10.

Es gibt also 10 verschiedene schwarz-weiß Färbungen des Würfels.

L2.2.7 Lösung. Wir wollen zeigen, dass

M = {� 2 Sn | �(n) = n} = StSn
(n)

eine maximale Untergruppe von Sn ist. Dazu sei ⌧ 2 Sn \ M beliebig, d.h.
⌧ (n) 6= n. Wir zeigen, dass hM[{⌧}i = Sn gilt; vgl. 2.2.4. Sagen wir ⌧ (n) = i < n.
Es sei nun ⇡ 2 Sn beliebig. Wir wollen ⇡ 2 hM [ {⌧}i beweisen. Falls ⇡ 2 M
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liegt, ist nichts zu tun. Also nehmen wir ⇡ 62 M an; es gilt also ⇡(n) = j < n.
Die Transposition (i j) liegt in M und es gilt

⌧
�1

� (i j) � ⇡(n) = ⌧
�1(i) = n,

d.h., µ := ⌧
�1(i j)⇡ 2 M . Wir schließen daraus ⇡ = (i j)⌧µ 2 hM [ {⌧}i.

L2.2.20 Lösung. Es sei k � 1. Gegeben sind zwei k-Tupel (m1, . . . ,mk), (m0

1, . . . ,m
0

k
) 2

N[k] mit paarweise verschiedenen Einträgen. Wir wählen n 2 N größer als alle
vorkommenden Einträge m1, . . . ,mk,m

0

1, . . . ,m
0

k
. Insbesondere ist n > k. Da

die Gruppe Sn bereits n-transitiv (und damit auch k-transitiv auf {1, . . . , n}
wirkt (siehe 2.2.19), finden wir eine Permuatition � 2 Sn mit �(mi) = m

0

i
für

alle i 2 {1, . . . , k}. Wir definieren nun �̂ 2 Sym(N) durch

�̂(x) =

8
<

:
�(x) falls x  n

x falls x > n

und stellen fest, dass �̂(mi) = m
0

i
für alle i 2 {1, . . . , k} gilt.

L2.2.24 Lösung. Wir beobachten zuerst, dass die alternierende Gruppe An für n � 3

transitiv auf {1, 2, . . . , n} wirkt. In der Tat, sind i 6= j beliebigm dann gibt es
wegen n � 3 ein Element k 2 {1, . . . , n}\{i, j}. Der 3-Zykel (i j k) 2 An bildet
i auf j ab.

Es sei nun n � 4. Der Stabilisator StAn
(i) enthält eine zu An�1 isomorphe

Untergruppe, die von den 3-Zykeln auf {1, 2, . . . , n} \ {i} erzeugt wird. Da diese
Wirkung transitiv ist, folgt die Behauptung aus 2.2.22.

L2.3.3 Lösung. Es seien gi, hi, ki 2 Gi. Assoziativität:

�
(gi)i2I(hi)i2I

�
(ki)i2I = (gihi)i2I(ki)i2I = ((gihi)ki)i2I = (gi(hiki))i2I

= (gi)i2I(hiki)i2I = (gi)i2I
�
(hi)i2I(ki)i2I

�

Neutrales Element:

(eGi
)i2I(gi)i2I = (eGi

gi)i2I = (gi)i2I
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Inverse:
(g�1

i
)i2I(gi)i2I = (g�1

i
gi)i2I = (eGi

)i2I

Wir verwenden hier, dass es ausreichend ist die Existenz von links-neutralem
und links-inversen Elementen nachzuweisen; vgl. 1.1.3.

L2.3.5 Lösung. Es seien h, k 2 H. Dann zeigt folgende Rechnung, dass ⇧↵ ein Homo-
morphismus ist:

⇧↵(hk) = (↵i(hk))i2I = (↵i(h)↵i(k))i2I

= (↵i(h))i2I(↵i(k))i2I = ⇧↵(h)⇧↵(k)

Dabei verwendet man die Voraussetzung, dass alle ↵i Homomorphismen sind.

L2.3.8 Lösung. Es seien nun N1, N2, N3 drei Normalteiler von G. Zunächst nehmen
wir an, dass Ni \Nj = {e} für alle i 6= j gilt (wir werden bald feststellen, dass
diese Bedingung nicht ausreicht!). In diesem Fall kommutieren die Elemente von
Ni und Nj paarweise; siehe 2.3.6. Wir erhalten also wieder eine Abbildung

p : N1 ⇥N2 ⇥N3 ! G mit (n1, n2, n3) 7! n1n2n3

die (genau wie in 2.3.7) ein Gruppenhomomorphismus ist.

Jetzt bestimmen wir den Kern von p. Es sei (n1, n2, n3) 2 Ker(p). Angenommen
(n1, n2, n3) ist nicht trivial, dann ist n1 6= e, n2 6= e und n3 6= e. Dann gilt
n1n2n3 = e und somit insbesondere n1 = n

�1
3 n

�1
2 = n

�1
2 n

�1
3 2 N2N3. Sei

umgekehrt m1 2 N1 \ N2N3, d.h., m1 = m2m3 mit m2 2 N2 und m3 2 N3.
Dann liegt (m1,m

�1
2 ,m

�1
3 ) im Kern von p. Weil N2 \N3 = {e} ist, ist der Kern

von p also genau dann trivial, wenn N1 \N2N3 = {e} gilt.

Nun machen wir noch eine kleine Beobachtung: Aus N1 \ N2N3 = {e} folgt
bereits N1 \N2 = {e} und N1 \N3 = {e}, denn N2, N3 ✓ N2N3. Deshalb bietet
sich folgende Verallgemeinerung von 2.3.7 an.

Sind N1, N2, N3 Normalteiler von G und gilt N1 \N2N3 = N2 \N3 = {e}, dann
ist die Abbildung p : N1 ⇥N2 ⇥N3 ! G mit (n1, n2, n3) 7! n1n2n3 ein injektiver
Homomorphismus von Gruppen. Falls zusätzlich N1N2N3 = G gilt, dann ist p
ein Isomorphismus.
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L2.3.15 Lösung. Wir wollen zeigen, dass

�(g) =
Y

i2S(g)

↵i(gi)

einen Homomorphismus definiert. Natürlich kann man in der Definition von �

das Produkt auch über eine größere endliche Indexmenge laufen lassen, denn für
alle i 62 S(g) gilt gi = e und somit ↵i(gi) = e. Es seien g = (gi)i2I , h = (hi)i2I 2Y0

i2I

Gi. Offensichtlich gilt S(gh) ✓ S(g) [ S(h). Damit erhält man

�(gh) =
Y

i2S(g)[S(h)

↵i(gihi) =
Y

i2S(g)[S(h)

↵i(gi)↵i(hi)

=
Y

i2S(g)

↵i(gi)
Y

i2S(h)

↵i(hi) = �(g)�(h).

L2.3.16 Lösung. Es seien g = (gi)i2I 2
Y0

i2I

Gi und h = (hi) 2
Q

i2I
Gi. Für fast alle

i 2 I gilt gi = e und damit higih
�1
i

= e. Daher ist hgh�1
2

Y0

i2I

Gi und somit

ist
Y0

i2I

Gi ein Normalteiler; siehe 1.2.24.

L2.4.11 Lösung. (a): Um zu zeigen, dass D1 von zwei Elementen der Ordnung 2 erzeugt
wird, gehen wir genauso vor wie bei den endlichen Diedergruppen. Die Elemente
r = (1, 1) und s = (0,�1) erzeugen D1, denn (k,�1) = r

k
s und (k, 1) = r

k

für alle k 2 Z. Dabei ist s ein Element der Ordnung 2, aber r ein Element
unendlicher Ordnung. Weiter gilt die Relation srs = r

�1 (nachrechnen!). Wir
definieren t = rs und stellen fest, dass t ein Element der Ordnung 2 ist:

t
2 = rsrs = rr

�1 = e.

Wegen r = ts gilt auch D1 = hs, ti.

(b) Für jedes n � 2 ist die Abbildung

⇢n : D1 ! D2n mit ⇢n(k, �) = (k + nZ, �)
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ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt

⇢n((k, �)(k
0
, �

0)) = ⇢n(k + �k
0
, ��

0) = (k + �k
0 + nZ, ��0)

= (k + nZ, �)(k0 + nZ, �0) = ⇢n(k, �)⇢n(k
0
, �

0).

Da ⇢n offensichtlich surjektiv ist, schließen wir mit 1.3.11, dass D2n
⇠= D1/Ker(⇢n)

gilt.

L2.4.13 Lösung. (a): Wir bestimmen zunächst die Automorphismengruppe von Z. Aus
1.4.2 wissen wir bereits, dass nur die Elemente 1 oder �1 die zyklische Gruppe Z
erzeugen. Sei nun ↵ 2 Aut(Z). Mit Hilfssatz 1.4.8 sieht man nun, dass entweder
↵(1) = 1 oder ↵(1) = �1 gilt. Im ersten Fall ist ↵ die Identität, im zweiten Fall
die Inversion; hier verwenden wir 1.4.8 (ii). Es ist also Aut(Z) ⇠= {±1} und das
nicht-triviale Element von Aut(Z) wirkt durch Inversion auf Z. Damit erhält
man Hol(Z) ⇠= D1.

(b): Die Automorphimengruppe von Z/mZ hat genau '(m) viele Elemente;
siehe 1.5.9. Damit ergibt sich

|Hol(Z/mZ)| = |Z/mZ| · |Aut(Z/mZ)| = m'(m).

L2.4.20 Lösung. Um zu sehen, dass die Translationsgruppe T (Kn) isomorph zu K
n ist,

betrachten wir die Abbildung

T : Kn
! T (Kn)

mit t : v 7! tv. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

Tv+w = Tv � Tw

für alle v, w 2 K
n. Offensichtlich ist die Abbildung t bijektiv, also handelt es

sich um einen Isomorphismus.

L2.4.22 Lösung. Es sei G eine Erweiterung endlicher Gruppen K, H, d.h., es gibt eine
kurze exakte Folge

{e} �! K
↵

�! G
�

�! H �! {e}.
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0(�)-Kürzungsbedingung, 442

Äquivalenz
von Reihen, 245

Überlappung, 441

Abelisierung, 224
abgeschlossen, 217
Abstand, 355
Äquivalenz

von G-Mengen, 80
affine Abbildung, 108
affine Gruppe, 108
allgemeine lineare Gruppe, 12
alternierende Gruppe, 56
Anfangsknoten, 151
Anfangswort, 441
auflösbar, 252
auflösbare Länge, 256
Ausgangsgrad, 152
auswerten, 143
Automorphismengruppe, 14

eines Graphen, 157
Automorphismus, 14

innerer, 15
von Graphen, 157

Bahn, 77

Bahnengleichung, 81
Bahnenraum, 78
Ball, 356
Basis, 146, 220
Bass-Serre-Baum, siehe

Bass-Serre-Graph
Bass-Serre-Graph, 332
Baum, 160

ungerichteter, 160
Baumslag-Solitar-Gruppe, 178
beschränkt, 355
Bild, 19
Bilipschitz, 376
Block, 87
Burnside

Burnside’sche Formel, 82
Burnside-Gruppe, 223
Burnside-Problem, 222

Cayley-Graph, 154

dünn, 414
Dehn Algorithmus, 446
Diedergruppe, 103

unendliche, 104
direkte Summe, 225
direktes Produkt, 93–94
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beschränkt, 97
universelle Eigenschaft, 94

diskret, 358
Drehgruppe des Würfels, 84
Dreieck

�-dünn, 414
geodätisches, 413

eigentlich, 386
einbetten, 297
Einbettung

in das freie Produkt, 187
Einbettungssatz

erster, 297
zweiter, 297

einfach, 121
Eingangsgradgrad, 152
Einheitskreisgruppe, 20
elementar-abelsch, 229
Elementarteiler, 240
Elementarteilersatz, 240
Endknoten, 151
endlich präsentiert, 179
Endomorphismus

von Gruppen, 13
Endpunkt, 153

einer Geodäte, 363
erster Buchstabe, 190
erster Index, 190
Erweiterung, 110
Erzeugende, 174
Erzeugendensystem, 38
exakte Folge, 109
Exponent, 222

Faktor
einer Reihe, 244

Faktorgruppe, 28
Faktorkommutatorgruppe, 224
Faserprodukt, 115

subdirekt, 117
Fehlstand, 55
Fixpunkt, 79
Flächengruppe, 445
folgenkompakt, 358
freie abelsche Gruppe, 230
freie Gruppe, 139
freier Rang, 233
freies amalgamiertes Produkt, 278
freies Produkt, 186
Fundamentalgruppe

eines Graphen von Gruppen,
320

G-Menge, 75
Geodäte, 363
geodätisches Segment, 363
geometrische

Wirkung, 390
Gesetz, 215
Grad

eines Graphen, 152
Graph, 151

ungerichtet, 152
Graph von Gruppen, 319
Greendlinger’s Lemma, 445
Gromovs Programm, 384
Gruppe, 6

⌦-einfache, 249
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abelsche, 8
einfache, 121
endlich erzeugt, 38
zyklisch, 38

Gruppenaktion, 75
Gruppengesetz, 215
Gruppenmultiplikation, 7
Gruppenoperation, 74
Gruppenwirkung, siehe Wirkung
Gruppenwort, 142

Hasse-Diagramm, 30
Hauptreihe, 248

charakteristische, 248
Hausdorff-Abstand, 421
Heisenberg-Gruppe, 12
HNN-Erweiterung, 299
Holomorph, 104
Homologiegruppe, 225
Homomorphiesatz, 31
Homomorphismus

induziert, 32
von ⌦-Gruppen, 241
von Gruppen, 13
von Tripeln, 290

hopfsch, 316
hyperbolische

Gruppe, 434
hyperbolischer

metrischer Raum, 415

Index, 22
induktives System, 305
inverses Element, 7
Isometrie, 12, 361

Isometriegruppe, 12, 111, 362
isometrisch, 385
isometrische Einbettung, 361
Isomorphiesatz

erster, 33
erster für ⌦-Gruppen, 243
zweiter, 34

Isomorphismus
von ⌦-Gruppen, 241
von Graphen, 156
von Gruppen, 13

k-transitiv, 90
kanonische Projektion, 28
Kanten, 151
Kantenfolge, 153
Kantengruppe, 319
Kanteninversion, 152
Kantenspiegelung, 158
Kern, 19
Klasse von Gruppen, 217
Klassifikation

zyklische Gruppen, 45
Knoten, 151
Knotengruppe, 319
Kohomologiegruppe, 225
kokompakte

Wirkung, 389
Kolimes, 306
kommensurabel, 392
Kommutator, 42
Kommutatorreihe, 256
Kommutatoruntergruppe, 42
kommutieren, 20
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Komplement, 107
Kompositionsfaktor, 251
Kompositionsfaktoren, 250
Kompositionsreihe, 248
Konjugationsklasse, 16, 78
konjugiert

Elemente, 16
konvex, 428
Kreis, 153
kurze exakte Folge, 110

Länge eines Pfades, 417
Lamplighter-Gruppe, 180
Lemma

von Greendlinger, 445
letzter Buchstabe, 190
letzter Index, 190
linear abhängig, 230
linear unabhängig, 230
Linksmultiplikation, 76
Linksnebenklasse, 21

Möbius-Transformation, 77
metabelsch, 253
Metrik, 355
metrischer Raum, 355
Morphismus

von Graphen, 156

Nachbartransposition, 41
Nebenklasse, 21
Nebenklassengraph, 289
neutrales Element, 6
normale Hülle, 43

Normalform, 146, 190, 281
Normalisator, 79
Normalreihe, 244
Normalteiler, 24

maximaler, 121

⌦-einfach, 249
⌦-Gruppe, 241
⌦-invariant, 242
⌦-isomorph, 241
⌦-Kompositionsfaktoren, 250
⌦-Kompositionsreihe, 248
⌦-Reihe, 243
offen, 356
Orbit, siehe Bahn
ordentlicher

metrischer Raum, 360
Ordnung

einer Gruppe, 8
eines Elementes, 46

p-Gruppe, 239
p-Torsionsuntergruppe, 227
Permutation, 10

disjunkt, 11
Pfad, 362
pfadzusammenhängend, 362
Ping-Pong Lemma, 149
polyzyklisch, 184
Präsentation, 174
Prüfer p-Gruppe, 229
projektiv, 148
projektive spezielle lineare Gruppe,

77, 195

Quasigedäte, 420
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Quasiinverse, 379
Quasiisometrie, 377
quasiisometrisch, 377, 384
quasiisometrische Einbettung, 375
quasikonvex, 429
Querschnitt, 22

Rang, 148, 222
einer Gruppe, 38

Rechtsnebenklasse, 21
Rechtsquerschnitt, 23
reduziert, 144
Reihe, 244

charakteristische, 244
Reihen

äquivalente, 245
rektifizierbar, 417
Relation, 143
Relationen, 174

definierende, 175
Rose, 159
Rundweg, 153

Satz
von Feit-Thompson, 259
von Schwarz-Milnor, 392

Satz von Heine-Borel, 358
Schleife, 152
Schmetterlingslemma, 245
Schreier-Graph, 160
semidirektes Produkt, 102
Signatur, 55
Spaltabbildung, 110
spalten, 110
Spannbaum, 162

spezielle lineare Gruppe, 19
Stabilisator, 78
Startpunkt, 153

einer Geodäte, 363
stetig, 360
Stetigkeit, 360
subdirekt, 117
subnormal, 250
Symmetrie, 74
Symmetriegruppe, 18
symmetrische

Menge von Relationen, 440
Präsentation, 440

symmetrische Gruppe, 9
symmetrisieren, 440

Teilbaum, 162
Teilgraph, 152

eines Graphen von Gruppen,
324

torsionsfrei, 193
Torsionsgruppe, 222
Torsionsuntergruppe, 227
Träger

einer Permutation, 10
Translation, 12, 109
Transposition, 40
Tripel

von Gruppen, 288

universelle Überlagerungsabbildung,
332

universelle Eigenschaft
direktes Produkt, 94

Untergruppe, 17
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⌦-invariante, 242
charakteristische, 242
echte, 85
Kriterium, 18
maximal, 85
normale, 24
vollständig invariante, 215
von Z, 17

unzusammenhängend, 362

V-frei, 220
Varietät, 218
Verfeinerung, 245

echte, 248
Verfeinerungssatz, 245

Weg, 153
Wirkung, 74

auf Graphen, 157
durch Automorphismen, 100
freie, 78

imprimitiv, 87
primitiv, 87
transitive, 78

Wort, 142
reduziertes, 144
reduziertes amalgamiertes,

281
Wortmetrik, 372
Wortproblem, 184
Wortuntergruppe, 214

Zentralisator, 78
Zentrum, 35
zerlegbare Relation, 447
zusammenhängend, 154, 362
Zykel, 10
Zykeltyp, 53
Zykelzerlegung, 50
zyklisch, 38
zyklisch reduziert, 192
zyklisches Konjugat, 440
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