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Einleitung und Studierhinweise

Einleitung

Gruppen begegnen einem im Studium der Mathematik oder Informatik relativ
frith. Wahrscheinlich kennen Sie schon die additive Gruppe eines Vektorraumes
und die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Zahlen {1,2,...,n}.

Vielleicht kennen Sie auch schon die algebraische Definition von Gruppen:

FEine Gruppe ist eine Menge G mit einer assoziativen Multiplikation x: G x G —
G, sodass G ein neutrales Element enthdlt und zu jedem Element in G auch ein

Inverses beziiglich der Multiplikation existiert.

Diese Definition vergisst man dann schnell wieder, weil der Begriff der Gruppe
insgesamt etwas zu unscheinbar ist. Und in der Tat trifft man zwar in vielen
Bereichen auf spezielle Beispiele von Gruppen, zur Theorie der Gruppen erfihrt
man aber wenig. Das Ziel dieses Kurses ist es das zu éndern. Wir werden die
Theorie der Gruppen von Grund auf entwickeln und ich hoffe, Sie dadurch

iiberzeugen zu konnen, dass Gruppen unvorstellbar vielfdltige Objekte sind.

Man darf dabei nicht vergessen, dass die abstrakte Definition von Gruppen, wie
sie heute verwendet wird, natiirlich nicht vom Himmel gefallen ist. Sie hat sich
aus verschiedenen Beobachtungen herausgebildet. Anders ausgedriickt: Gruppen
kommen ,natiirlich* in der Mathematik (und in der Natur) vor, allerdings

braucht Zeit um das abstrakte Konzept dahinter zu begreifen.

Die Anfinge der Gruppentheorie liegen im Studium der Permutationsgruppen,
also von Untergruppen der symmetrischen Gruppe. Es ist nicht verwunder-
lich, dass sich Menschen in verschiedensten Bereichen Gedanken iiber mogliche

Vertauschungen bestimmter Objekte gemacht haben. Ein frithes Beispiel ist



das Wechsellduten, das im 15. Jahrhundert in England aufkam. Dabei moch-
te man eine gewisse Anzahl an Kirchenglocken wiederholt lduten, diese aber
bei jedem ,,Wechsel“ in einer anderen Reihenfolge erklingen lassen. Wenn man
nun noch zusétzliche Bedingungen an die Wechsel stellt, stoft man schnell
auf nicht-triviale Fragen iiber die symmetrische Gruppe. In der Mathematik
taucht die Idee der Gruppe zuerst im Zusammenhang mit der Frage nach der
Auflésbarkeit polynomieller Gleichungen auf. Galois' ist der erste der erkennt,
dass man die Auflosbarkeit einer polynomiellen Gleichung anhand einer ,,Gruppe
von Permutationen ihrer Losungen entscheiden kann. Diese Einsicht ist heute als
Hauptsatz der Galoistheorie bekannt (dieses Ergebnis lernt man im Kurs ,,Alge-
bra*). Gruppen von Permutationen wurden unter anderem von Camille Jordan®
weiter untersucht. Die abstrakte Idee der Gruppe taucht aber wahrscheinlich

das erste Mal in den Arbeiten von Arthur Cayley® auf.

Einen weiteren Schub erhélt die Gruppentheorie dann 1872 durch das Erlangener
Programm von Felix Klein®. Klein schligt vor Geometrien mithilfe von Gruppen
zu klassifizieren. Die zentrale Einsicht dabei ist, dass die ,,Symmetrien” eines
geometrischen Objektes eine Gruppe bilden und, dass diese Gruppe schon
das Wesen des geometrischen Objektes kennt. Dieser Standpunkt hat sich
etabliert und prégt bis heute unsere Sicht auf Gruppen. Er fiihrt zur verbreiteten
Volksweisheit

Man versteht eine Gruppe am besten, indem man sie als Symmetrie-

gruppe eines geeigneten Objektes identifiziert.
Heute wiirde man sagen, dass man die Gruppe ,,wirken lésst.

Danach hat sich die Gruppentheorie rasant entwickelt und viele verschiede-
nen Teilgebiete ausgebildet. Lange Zeit bildeten die endlichen Gruppen einen
Schwerpunkt dieser Untersuchungen. Aber spétestens mit der vollstandigen
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen in den 1980er Jahren nahm

auch das Interesse an unendlichen Gruppen stark zu. Vor allem der Einsatz

Evariste GALOIS: franzosischer Mathematiker, 1811-1832. Stirbt im Alter von 20 Jahren
bei einem Duell.

2Camille JORDAN: franzosischer Mathematiker, 1838-1922.

3Arthur CAYLEY: britischer Mathematiker, 1821 — 1895.

4Felix KLEIN: deutscher Mathematiker, 1849 — 1925.
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geometrischer Methoden hat zu vielen neuen Entwicklungen gefiihrt, die man

heute unter dem Namen geometrische Gruppentheorie kennt.

In diesem Kurs werden wir uns von den Grundlagen der Gruppentheorie bis
zu den Anfangen der geometrischen Gruppentheorie vorarbeiten. Unser Fokus
liegt dabei eher auf den unendlichen Gruppen. Das grofse Thema ,endliche
Gruppen” streifen wir nur. Die klassischen Ergebnisse iiber endliche Gruppen

werden stattdessen im Kurs ,,Algebra’ behandelt.

In den ersten beiden Kurseinheiten behandeln wir die Grundlagen, die Sie
auch in den meisten Biichern zur Algebra finden. In der dritten Kurseinheit
besprechen wir freie Gruppen und freie Produkte. Dabei nehmen wir schon
einen geometrischen Standpunkt ein. In der vierten Kurseinheit behandeln
wir die abelschen und auflésbaren Gruppen, weil das in keinem Kurs iiber
Gruppentheorie fehlen darf. In der fiinften Kurseinheit diskutieren wir die
Bass-Serre Theorie. In den letzten beiden Kurseinheiten sind wir dann bei den

Grundlagen der geometrischen Gruppentheorie angekommen.

(KE1) Grundlagen
der Gruppentheorie

(KE2) Grundlagen
der Gruppentheorie II

auflosbare Gruppen und freie Produkte .
Gruppentheorie

(KE5) Bass- (KE7) Hyperbo-

Serre Theorie lische Gruppen

KE6) Grundlagen
(KE4) Abelsche und (KE3) Freie Gruppen ( ) . ©
der geometrischen
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Allgemeine Studierhinweise

Die zwei wichtigsten Hinweise zum Studium der Mathematik kennen Sie na-
tiirlich schon aus anderen Kursen, trotzdem schadet es nicht sie nochmal zu

wiederholen.

— Machen Sie sich die Hiande schmutzig: Bearbeiten Sie Ubungsaufgaben!
Das Nachpriifen von Einzelheiten, das selbststdndige Rumprobieren und
das Aufschreiben von Argumenten sind (leider!?) der einzige Weg, um mit

den Konzepten wirklich vertraut zu werden.

— Keine Scheu: Stellen Sie Fragen! Man muss nicht jede Nuss alleine knacken.
Ob Sie die Kursbetreuer oder Thre Kommilitonen fragen, ist dabei neben-
séchlich. Wichtig ist sich {iberhaupt auszutauschen. Oft lernt man schon

durch das Formulieren einer Frage etwas dazu.

In der Moodle-Lernumgebung zum Kurs finden Sie tibrigens ein Diskussionsforum
und Zusatzmaterialien zum Kurs (Einsendeaufgaben, Tests zu Selbstkontrolle,
Videos,...).

Eingangsvoraussetzungen

Dieser Kurs entwickelt die Gruppentheorie von Grund auf und es werden nur we-
nige Vorkenntnisse bendtigt. In jedem Fall sind aber gute Kenntnisse der Module
,Mathematische Grundlagen“ und ,,Lineare Algebra“ wichtig. Ab Kurseinheit
6 werden auch Begriffe aus dem Kurs ,,Analysis* verwendet (vor allem stetige
Abbildungen, offene Menge). Da dieser Kurs auf dem Niveau des Masterstudiums
angesiedelt ist, erfordert das Studium (insbesondere der Kurseinheiten 5, 6 und

7) eine gewisse Sicherheit im Umgang mit Mathematik.

Struktur des Lehrtextes

Der Kurstext besteht aus sieben Kurseinheiten und einem Anhang. Jede Kurs-
einheit beginnt mit Studierhinweisen bestehend aus Literaturangaben und einem
Fahrplan durch die Kurseinheit. Die Unterabschnitte im Kurstext sind vollstéan-
dig nummeriert (1.1.1, 1.1.2, ...) um das Fragestellen zu erleichtern. Die jeweils

letzte Unterabschnittsnummer auf einer Seite findet man immer oben rechts
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in der Kopfzeile, sodass sie beim Blattern leicht zu den entsprechenden Stellen

gelangen.

Der Kurstext enthilt viele Ubungsaufgaben, deren Losungen Sie jeweils am
Ende jeder Kurseinheit finden. Ein rotes ,,.“ am rechten Rand dient jeweils als

Link zur Losung der Aufgabe.

Wichtige Sétze und Definitionen sind am linken Rand durch einen grauen Balken

hervorgehoben.

Das ,,gefdhrliche Kurve“-Symbol von Bourbaki wird verwendet um auf mogliche

Missverstandnisse hinzuweisen.

Am Ende des Kurstextes finden Sie einen Index, ein Literaturverzeichnis und

ein Symbolverzeichnis.

Notation

Die folgenden Symbole und Bezeichnungen werden im Kurstext verwendet. Im
Kurs neu eingefiithrte Symbole und Schreibweisen findet man im Symbolverzeich-

nis.

C Die komplexen Zahlen.

N Die natiirlichen Zahlen ohne Null {1,2,3,4,...}.

Ny Die nattirlichen Zahlen mit Null {0,1,2,3,4...}.

Q Die rationalen Zahlen

R Die reellen Zahlen

Z Die ganzen Zahlen {...,—2,—-1,0,1,2,...}.

F, Der endliche Koérper mit p Elementen.
Abb(X,Y) | Die Menge aller Abbildungen X — Y.

ggT(a,b) | Der grofte gemeinsame Teiler von a,b € N.
kgV(a,b) | Das kleinste gemeinsame Vielfache von a,b € N.
R(z),3(z) | Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z.

C Teilmenge.

U Vereinigung.

| disjunkte Vereinigung.
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Studierhinweise zur zweiten Kurseinheit

In der zweiten Kurseinheit werden wir einige weitere Grundbegriffe der Grup-
pentheorie kennenlernen. Wir beginnen mit dem sehr wichtigen Konzept der
Gruppenwirkungen. Grob gesagt, ist eine Gruppenwirkung eine Moglichkeit
sich eine Gruppe als ,,Symmetriegruppe” eines Objektes vorzustellen. Gruppen-
wirkungen sind in der Gruppentheorie allgegenwértig und es ist wichtig, dass
Sie mit diesem Begriff gut vertraut sind. Wir veranschaulichen die Niitzlichkeit
von Gruppenwirkungen in dieser Kurseinheit anhand von Beispielen in der
abzdhlenden Kombinatorik. Im Weiteren besprechen wir einige fundamentale
Konstruktionen der Gruppentheorie mit deren Hilfe wir viele neue Beispiele von
Gruppen erhalten. Wir beginnen mit dem direkten Produkt von Gruppen und
besprechen im Anschluss zwei Verallgemeinerungen: das semidirekte Produkt
und das Faserprodukt. Dabei werden wir zu diesen Konstruktionen jeweils die
zugehorige ,,universelle Eigenschaft® kennenlernen. Die universelle Eigenschaft
bietet einen guten Weg zum Verstdndnis dieser Konstruktionen und macht
auch den Unterschied zwischen den Konstruktionen deutlich. Die Faserprodukte
werden wir schliefslich verwenden um alle Untergruppen des direkten Produktes

zweier Gruppen zu beschreiben.

Lernziele

Nach dem Drucharbeiten der Kurseinheit sollten Sie

— mit dem Begriff der Gruppenwirkung umgehen kénnen und den Bahn-

Stabilisator-Satz kennen,

— die Burnside’sche Formel auf Probleme der abzahlenden Kombinatork

anwenden konnen,

— primitive und mehrfach transitive Gruppenwirkungen verstehen,

4

das direkte Produkt und seine universelle Eigenschaft kennen,

— das semidirekte Produkt und seine Eigenschaften kennen, sowie Beispiele

von semidirekten Produkten nennen kénnen,

— das Faserprodukt und seine universelle Eigenschaft kennen
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— verstehen, wie man die Untergruppen des direkten Produktes zweier Grup-

pen mithilfe von Faserprodukten beschreiben kann.

Literaturhinweise

Gruppenwirkungen und die Konstruktion von direkten und semidirekten Pro-
dukte finden Sie wieder in sehr vielen einfithrenden Biichern zur Algebra oder

Gruppentheorie. Zum Beispiel:

— |Fisl7]: Kapitel 1: 1.3.2 — 1.3.6 und 1.4, 1.5.1.

— |JS14]: Kapitel I, §5, §6.

— |Macl12]: Kapitel 2: 2.6, 2.7, und Kapitel 3: 3.1, 3.3.
— |Rob95]: Kapitel I, 1.4 — 1.6.
N

[Rot95]: Kapitel 2 (direkte Produkte, S. 40), Kapitel 3, Kapitel 7 (semidi-
rekte Produkte, S.167).

Primitive und mehrfach transitive Wirkungen finden Sie in den Biichern iiber

Gruppentheorie von Robinson und Rotman
— [Rob95]: Kapitel 7.
— |Rot95]: Kapitel 9.

Faserprodukte sind in der Literatur nur schwer zu finden. Sie werden eher
allgemein in der Sprache der Kategorientheorie als , pullback beschrieben (vgl.
[Lan02, 1. §11]). Die Beschreibung der Untergruppen von direkten Produkten
durch Faserprodukte basiert auf einer Idee, die ich in einer Arbeit von Jaques
Thévenaz [Thé97| gefunden habe.

Fahrplan durch die Kurseinheit

Abschnitt 2.1 beginnt mit der Definition von Gruppenwirkungen (2.1.2) und
einigen Anmerkungen dazu (2.1.3). Danach folgen mehrere Beispiele von Grup-
penwirkungen (2.1.4-2.1.7) mit deren Hilfe man ein Gefiihl fiir dieses Konzept
entwickeln kann. Als erste Anwendung erhalten wir den klassischen Satz von Ca-
yley (2.1.8). Im Anschluss besprechen wir die Begriffe Bahn (2.1.10), Stabilisator
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(2.1.11) und Fizpunkt (2.1.14), die man unbedingt kennen muss um mit Grup-
penwirkungen zu arbeiten. Ein wichtiges Ergebnis ist der Bahn-Stabilisator-Satz
(2.1.19). Dieser Satz stellt einen Zusammenhang zwischen Bahn und Stabilisator
her und sagt uns, dass alle transitiven Gruppenwirkungen so ,,aussehen“ wie in
Beispiel 2.1.17. Als Anwendung besprechen wir die Bahnengleichung (2.1.21) und
die Burnside’sche Formel (2.1.22). Mit der Burnside’schen Formel kann man viele
schone Beispiele in der abzdhlenden Kombinatorik untersuchen und ein Blick in

die Literatur dazu lohnt sich. Wir diskutieren hier nur ein Beispiel (2.1.23).

In Abschnitt 2.2 besprechen wir den Zusammenhang zwischen maximalen Unter-
gruppen und primitiven Gruppenwirkungen; ein klassisches Beispiel dafiir wie
Gruppenwirkungen eingesetzt werden. Im ersten Teil definieren wir mazimale
Untergruppen (2.2.3), halten zwei Beobachtungen fest (2.2.4) und sehen uns
Beispiele an (2.2.5-2.2.8). Im zweiten Teil des Abschnittes definieren wir dann
Blicke (2.2.10) und primitive Wirkungen (2.2.11). Anhand der Beispiele 2.2.13
und 2.2.14 kann man sich einen ersten Eindruck verschaffen. Im Hilfssatz 2.2.15
halten wir ein paar niitzliche Tatsachen fest, die wir dann verwenden um den
wichtigen Satz 2.2.17 zu beweisen, der den Zusammenhang zwischen maximalen

Untergruppen und primitiven Wirkungen herstellt.

Den dritten Teil von 2.2 besprechen wir dann kurz das starkere Konzept der
mehrfach transitiven Gruppenwirkung (2.2.18). Ein wichtiges Ergebnis um
diesen Begriff zu verstehen, ist das Kriterium fiir mehrfache Transitivitat 2.2.22.
Merken sollte man sich in jedem Fall, dass 2-transitive Wirkungen immer primitiv
sind (2.2.23). Dies ermoglicht es weitere Beispiele von primitiven Wirkungen

anzugeben.

Abschnitt 2.3 enthélt die Konstruktion des direkten Produktes einer Familie von
Gruppen (2.3.2, 2.3.3). Um mit diesen Gruppen zu arbeiten, ist es hilfreich sich
die universelle Eigenschaft (2.3.5) einzuprégen. Satz 2.3.7 bietet ein Kriterium
um zu entscheiden, ob eine Gruppe das direkte Produkt zweier Normalteiler
ist. Als Beispiel sehen wir uns an, wie sich zyklische Gruppen als direkte
Produkte schreiben lassen (2.3.9, 2.3.10). Zum Vergleich besprechen wir auch eine
verwandte Konstruktion: das beschrinkte direkte Produkt (2.3.11 —2.3.16). Diese
Konstruktion ist weniger wichtig und es geniigt, wenn Sie sich den Unterschied

zum direkten Produkt bewusst machen.
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Abschnitt 2.4 erlautert das semidirekte Produkt. Eine Konstruktion, die in der
Gruppentheorie sehr haufig auftaucht und die Sie sich sehr genau einprégen
sollten. Der erste Teil beginnt mit Wirkungen durch Automorphismen (2.4.2),
einigen Anmerkungen (2.4.3) und Beispielen (2.4.4, 2.4.5). Die Konstruktion
des semidirekten Produktes besprechen wir in 2.4.6 und fassen die wichtigsten
Eigenschaften im Satz iiber das semidirekte Produkt zusammen (2.4.7). Danach

folgen Beispiele und Aufgaben zum semidirekten Produkt, die man sich auf
jedem Fall anschauen sollte (2.4.8-2.4.13).

Im zweiten Teil des Abschnittes besprechen wir die universelle Eigenschaft
des semidirekten Produktes (2.4.14) und verwenden diese um ein wichtiges
Kriterium (2.4.17) herzuleiten, mit dem man zeigen kann, dass eine Gruppe
ein semidirektes Produkt ist. Wir illustrieren das Kriterium anhand von zwei
Beispielen (2.4.19, 2.4.20). Schlieklich besprechen wir noch eine andere Sicht auf
semidirekte Produkte: spaltende kurze exakte Folgen (2.4.21-2.4.24). Hier geht
es vor allem darum, Sie mit dem Begriff der kurzen exakten Folge vertraut zu

machen.

Der dritte Teil des Abschnittes enthélt zum Abschluss ein schones Beispiel eines
semidirekten Produktes: die Isometriegruppe des R™ (2.4.25). Mit Satz 2.4.26

kann man die Isometriegruppe sehr gut verstehen.

Abschnitt 2.5 beginnt mit der Konstruktion des Faserproduktes (2.5.2) und der
universellen Eigenschaft (2.5.3) dazu. Jedes Faserprodukt ist eine Untergruppe
eines direkten Produktes und der entscheidende Satz in diesem Abschnitt (2.5.5)
besagt, dass man mithilfe von Faserprodukten wirklich alle Untergruppen des
direkten Produktes zweier Gruppen beschreiben kann. In 2.5.6 besprechen wir
kurz inwiefern diese Beschreibung sogar eindeutig ist. Als Anwendung tiberlegen
wir uns wie man normale Untergruppen (2.5.9) und maximale Untergruppen

(2.5.13) des direkten Produktes zweier Gruppen beschreiben kann.
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2.1.1

2.1.2

2.1.3

2.1. Gruppenwirkungen

Wir haben bisher einen ersten Einblick in die Welt der Gruppen gewonnen und
dabei vor allem erste Eigenschaften von Gruppen benannt. Was macht man aber

mit Gruppen? Warum taucht dieses Konzept in der Mathematik so oft auf?

Gruppen beschreiben Symmetrieeigenschaften von mathematischen Objekten.
Am deutlichsten haben wir das in der Aufgabe 1.2.5 gesehen, als wir die Sym-
metriegruppe des Quadrates bestimmt haben. Ein anderes Beispiel ist die
symmetrische Gruppe S, die aus den ,Symmetrien“ (genauer: Bijektionen) der
Menge {1,2,...,n} besteht. Genauso kénnte man die Automorphismengruppe
Aut(G), als Gruppe der ,,Symmetrien” von G bezeichnen. Man merkt schon,
dass das Wort ,,Symmetrie” hier sehr flexibel verwendet wird. Es bezeichnet im
weitesten Sinne eine bijektive Selbstabbildung einer Menge, die eine vorgegebene
Struktur erhalt.

Nimmt man nun eine Gruppe G, dann stellt sich also die naheliegende Frage:
Die Symmetrien welcher Objekte beschreibt G Der springende Punkt ist natiir-
lich, dass eine Gruppe auf vielen Arten als ,,Symmetrien* von verschiedensten
Objekten aufgefasst werden kann. Man sagt in diesem Fall, dass G auf einem
Objekt wirkt. Eine grundlegende Einsicht der Gruppentheorie ist nun, dass man

Gruppen sehr gut mit Hilfe ihrer ,, Wirkungen“ untersuchen kann.
Definition. Es sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Wirkung von G
auf X ist eine Abbildung

2w GE@xX =X mit (g,z)—g-z,

die den folgenden Eigenschaften geniigt:
(W1) ez =z fiir alle x € X,
(W2) g-(h-z)=(gh) -z fir alle g,h € G und z € X.

Anmerkungen zur Definition.

(a) Gruppenwirkungen werden in der Literatur héufig mit anderen Begriffe

bezeichnet. Einige Quellen verwenden die Bezeichnung , Gruppenoperation®
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(entlehnt aus dem Franzosischen , opérations des groupes*) oder ,,Gruppenaktion®
(entlehnt aus dem Englischen ,, group action). Eine Menge X mit einer Wirkung

der Gruppe G, bezeichnet man auch als G-Menge.
(b) Es sei X eine G-Menge. Fiir jedes feste g € G, ist die Abbildung

Ag: =g

eine Bijektion von X. In der Tat, die Abbildung A,-: ist die Umkehrabbildung,

denn

g (grx)=e-x=2 und g-(¢7"

‘r)=e-x==x
fiir alle x € X.

(c) Als direkte Folgerung aus (W2) erhalten wir die Identitét
)‘g o} /\h = )\gh
fir alle g, h € G. Das bedeutet, die Zuordnung g — A, definiert einen Gruppen-

homomorphismus A: G — Sym(X).

Sei nun umgekehrt : G — Sym(X) ein Homomorphismus von G in die sym-
metrische Gruppe einer Menge X. Dann ist die Abbildung -,,: G x X — X mit
der Abbildungsvorschrift

(9,7) = g-ax=a(g)(z)

eine Wirkung von G auf X. Dabei impliziert die Gleichung a(e) = idy das
Axiom (W1). Aufserdem gilt (W2), denn

9o (h-ax)=alg)la(h)(r)) = (alg) o a(h))(z) = a(gh)(z) = (gh) -«

fiir alle g, h € G. Dies ergibt eine alternative Definition fiir Gruppenwirkungen:

FEine Wirkung von G auf X ist ein Homomorphismus G — Sym(X).

(d) Ist H < G eine Untergruppe, so kann man eine Wirkung von G auf X zu
einer Wirkung von H auf X einschrénken. Die Axiome (W1) und (W2) bleiben
offensichtlich richtig, auch wenn man nur Elemente der Untergruppe H einsetzen
darf.
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2.14

2.1.5

2.1.6

2.1.7

2.1.8

Beispiel. Essei X eine Menge. Das mustergiiltige Beispiel einer Gruppenwir-

kung ist die Abbildung
Sym(X)x X —- X mit f-2:=f(x).

Es handelt sich um eine Wirkung von Sym(X) auf X, denn es gelten id(z) = x
und

f(g-z)=flg(x)) =(fog)x)=(fog) x
fir alle f,g € Sym(X) und alle x € X. Der zugehérige Homomorphismus (siehe
2.1.3 (¢)) Sym(X) — Sym(X) ist die identische Abbildung.

Beispiel. Es sei K ein Korper. Die Gruppe GL,, (K) wirkt auf der Menge K™
durch Matrix-Vektor-Multiplikation:

GL,(K) x K" — K" mit A-v:= Av.

Das ist leicht zu sehen, denn bekanntlich ist E,,v = v und A(Bv) = (AB)v fiir
alle v € K™ und A, B € GL,(K).

Beispiel.  Die Isometriegruppe Isom(R") (sieche 1.1.13) wirkt auf R™ durch

Dabei handelt es sich um eine Einschrankung der Wirkung von Sym(R") aus
Beispiel 2.1.4 auf die Untergruppe Isom(R™). Durch dieselbe Vorschrift wirkt
die Symmetriegruppe Isom(R™, M) einer Teilmenge M C R™ auf M.

Beispiel. Es sei G eine Gruppe. Dann wirkt G auf sich selbst durch Links-
multiplikation, d.h.,

g T = gur.
Das Wirkungsaxiom (W2) folgt dabei direkt aus dem Assoziativgesetz und das

Axiom (W1) gilt, weil e das neutrale Element ist.

Satz (Cayley'). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Sym(G).

Beweis. Wir betrachten die Wirkung von G auf sich selbst durch Linksmulti-
plikation; siehe 2.1.7. Die Linksmultiplikation mit g € G bezeichnen wir durch

! Arthur CAYLEY: englischer Mathematiker, 1821-1895.
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2.1.9

2.1.10

Ag: G — G. Nach 2.1.3 (c) ist die Abbildung A: g — A, ein Gruppenhomomor-
phismus von G nach Sym(G). Der Kern von A ist trivial, denn A,(e) = g. Also

ist A ein Isomorphismus auf sein Bild. O]

Aufgabe. Wir betrachten die obere Halbebene H = {z € C | I(z2) > 0} der

komplexen Zahlen mit positivem Imaginarteil. Fiir z € H und

A= (a Z) € SLy(R)

definieren wir
az+b

cz+d
Zeigen Sie, dass A - z definiert ist und in H liegt. Zeigen Sie weiter, dass dies
eine Wirkung von SLy(R) auf H definiert.

cZ =

Die Selbstabbildung z ~ A -z der oberen Halbebene nennt man Mdbius-
Transformation”. Da die Matrix —E, trivial wirkt (also —FE, - 2 = z fiir alle
z € H), faktorisiert die Wirkung zu einer Wirkung der projektiven speziellen
linearen Gruppe PSLy(R) = SLy(R)/{£E>}.

Die Bahn. Es seien G eine Gruppe und X eine Menge mit G-Wirkung. Fiir

x € X nennt man die Menge
G-z={g-z|geqG}

die Bahn von z. In manchen Texten wird auch die Bezeichnung Orbit verwen-
det.

Zwer Bahnen G - x und G -y sind entweder gleich oder disjunkt.
Das sieht man so: Ist z = ¢ - 2 = h - y in beiden Bahnen, so gilt fiir alle ¢’ € G
auch

g-x=g-(9g7g-x)=g9"-(h-y)=gg h-y.
Das heifst, die Bahn G - x ist in der Bahn G - y enthalten. Durch Vertauschen
der Rollen von = und y folgt G-z =G - y.

2 August Ferdinand MoBIUS: deutscher Mathematiker, 1790-1868.
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2.1.11

2.1.12

2.1.13

Die Beziehung ,in derselben Bahn liegen® ist eine Aquivalenzrelation auf X
deren Aquivalenzklassen genau die Bahnen sind. Die Menge der Bahnen heifit

auch der Bahnenraum und wird mit X/G bezeichnet.

Die Wirkung heifst transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt. In anderen Worten,

wenn G-z = X fir ein (und dann alle) z € X gilt.

Der Stabilisator. Es seien GG eine Gruppe, X eine G-Menge und x € X. Die
Menge
Stg(z) ={g€G|g-z=ux}

heifst der Stabilisator von x in G.
Der Stabilisator ist eine Untergruppe von G. Offensichtlich ist e € Stg(x) und
fiir g, h € Stg(z) gilt gh™' € Stg(x), denn

gh™t -z =gh™t-(h-2)=gh*h-x=g-2=ua.
Man nennt die Wirkung von G auf X frei, wenn alle Stabiliatoren trivial sind,
d.h., Stg(z) = {e} fir alle z € X.

Beispiel (Konjugation). Jede Gruppe G wirkt auf sich mittels Konjugation
(g, 2) =,

d.h., g € G wirkt durch den inneren Automorphisms ¢y; siche 1.1.20. Zwei
Elemente z,y € G liegen genau dann in derselben Bahn, wenn sie im Sinne von
1.1.21 konjugiert sind. Die Bahnen sind also genau die Konjugationsklassen. Den
Stabilisator von x € G nennt man den Zentralisator von x und wir bezeichnen
ihn mit

Zg(r) ={g € G| gug™' = x}.
Der Zentralisator besteht genau aus den Elementen von G, die mit x vertau-

schen.

Definition. Es seien G eine Gruppe und 7' C G eine Teilmenge. Die Unter-

gruppe
Za(T) ={g€ G| gtg ' =t fiirallet € T}
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2.1.14

2.1.15

2.1.16

heifst der Zentralisator von T in G. (Um zu sehen, dass dies eine Untergruppe
ist, kann man 1.2.7 verwenden, denn Zg(T') = (,or Za(t).)

Fixpunkte. Es sei wieder X eine G-Menge. Fiir jedes g € G definieren wir die
Menge der Fizpunkte von g als

Fixx(g9) ={r € X | ¢g-z ==z}

Diese Elemente werden also von g nicht bewegt.

Beispiel (Konjugation von Untergruppen). Es sei G eine Gruppe und U die
Menge aller Untergruppen von . Dann wirkt G durch Konjugation auf U,
d.h.,

(9,H) —H.

Den Stabilisator Stg(H) von H < G unter der Konjugationswirkung nennt man

den Normalisator von H in G:
Ng(H) ={9€G|'H=H}.

Die Fixpunkte der Konjugationswirkung auf den Untergruppen sind genau die
Normalteiler; siehe 1.2.24.

Hilfssatz. FEs sei X eine G-Menge. Fir alle x € X und g € G gilt

St (g - x) = gSta(x)g™".
Insbesondere haben Elemente in derselben Bahn konjugierte Stabilisatoren.

Beweis. Fiir alle h € Stg(x) gilt

(ghg™")-(g-2)=gh-x=g-(h-2)=g =

und daraus folgt g Stg(z)g™' C Stg(g - z). Die umgekehrte Inklusion ist auch

erfillt, denn

Sta(g- ) = g9 Sta(g-2)gg " CgSta(g™ - (9-2))g " = gSta(z)g™". O
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2.1.17

2.1.18

2.1.19

Beispiel (Wirkung auf G/H). Wir wollen Beispiel 2.1.7 etwas verallgemeinern.
Es seien G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann wirkt G auf der
Menge der Linksnebenklassen GG/H durch Linksmultiplikation, d.h.,

g-cH = gxH.

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, denn falls z und y dieselbe Linksneben-
klasse reprasentieren, dann gilt y = xh fiir ein h € H und damit reprisentieren
auch gy = gzh und gz dieselbe Nebenklasse von H; vgl. 1.2.18 (a). Die Wir-
kungsaxiome folgen wieder unmittelbar aus den Gruppenaxiomen. Die Wirkung
von G auf G/H ist transitiv, denn G - eH = G/H. Aus 2.1.16 schliefst man
nun

Stg(zH) = xHx ™,

denn der Stabilisator Ste(H) ist offenbar H.

Definition (Aquivarianz). Eine Abbildung f: X — Y zwischen G-Mengen X

und Y heilst dquivariant, wenn

flg-2)=g- f(x)

fiir alle x € X und g € G gilt. Gibt es eine bijektive, dquivariante Abbildung

zwischen X und Y, dann sagen wir die G-Mengen seien dquivalent.

Bahn-Stabilisator-Satz. FEs sei X eine G-Menge. Fiir jedes x € X induziert
die Bahnabbildung B,: g — g - x eine bijektive, dquivariante Abbildung

G/Stg(x) — G - .
Sind G und X endlich, dann gilt

|G| = |G - z] | St (2)].

Beweis. Wir beginnen mit einer Beobachtung: Ist s € Stg(z), dann gilt gs -z =

g-(s-x) =gz fir alle g € G. Das heifst, das Bild B,(g) von g unter der
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2.1.20

2.1.21

Bahnabbildung, hdngt nur von der Linksnebenklasse g Ste(z) ab. Damit ist die

Abbildung
B,: G/Stg(z) - G-z mit  g¢Ste(z) —»g-a

wohldefiniert. Es handelt sich um eine dquivariante Abbildung, denn

B.(g99'Stc(x)) = g9 -x =g (¢ x) = g- B.(q'Sta(x)).

Nach Definition der Bahn ist die Abbildung sicherlich surjektiv. Wir miissen
also noch priifen, ob die Abbildung auch injektiv ist. Angenommen es gilt
B, (g Ste(z)) = B, (hSte(x)), also g2 = h-x. Dann ist h~'g -z = 2 und damit
liegt h~'g im Stabilisator Stg(z). Die Nebenklassen h Ste(x) und g Stg(z) sind

also gleich.

Sind G und X endlich, dann folgt |G/ Stg(x)| = % aus dem Satz von

Lagrange 1.2.21 und mit der obigen Bijektion erhalten wir die Gleichung

G| = |G - z[ | Sta(z)]. O
Eine wichtige Folgerung aus 2.1.19: Jede transitive G-Wirkung ist dquivalent

zu einer Linksmultiplikationswirkung auf Nebenklassen. Das Beispiel in 2.1.17

beschreibt also (bis auf Aquivalenz) alle transitiven G-Wirkungen.

Bahnengleichung. Es sei G eine Gruppe und X eine endliche G-Menge. Ist

x1, T, ...,T ein Vertretersystem fiir die Bahnen, dann gilt

k
X =) "|G : Sta(w)].
=1

Beweis. Wegen 2.1.10 ist X die disjunkte Vereinigung aller Bahnen. Weil

x1, T, ...T ein Vertretersystem ist, gilt also

k
i=1
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und aus 2.1.19 folgt
k k
1X| =) |G-l =Y |G Sta(x). O
=1 =1

Das folgende Resultat geht auf Frobenius® zuriick [Fro87]. Es wird aber in der

Literatur oft als Lemma von Burnside® oder Burnside’sche Formel bezeichnet.

2.1.22 | Burnside’sche Formel. FEs seien G eine endliche Gruppe und X eine endli-

che Menge mit G-Wirkung. Dann gilt

TgEJHM@nzwmw

geG

Beweis. Der Beweis verwendet die Methode des doppelten Abzdhlens. Bei die-
ser Methode wird eine Menge auf zwei verschiedene Weisen gezihlt um eine

Gleichung herzuleiten.

Essei P={(g9,2) € Gx X | g-2 =x}. Fiir ein Paar (¢g,2) € G x X sind also

aquivalent:
(9,z) e P & geStg(r) < x€Fixx(g).

Dann gilt einerseits

Pl = Fixx(g)

geG
und andererseits gilt
Pl 1 4 1
@:@Z\sm@)y:Zm:sm(m)\ =Y |G-z = |X/G. O
zeX rxeX rzeX

2.1.23 Beispiel. Die Bahnengleichung und die Burnside’sche Formel sind in der

3Ferdinand Georg FROBENIUS: deutscher Mathematiker, 1849 — 1917.
4Willian BURNSIDE: englischer Mathematiker, 1852 — 1927.
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abzahlenden Kombinatorik niitzliche Hilfsmittel. Wir wollen das an einem

einfachen Beispiel erlautern.

Fiinfeckige Untersetzer sollen auf der Oberseite gefdrbt werden.
Dabei teilt man das Fiinfeck in finf gleiche Dreiecke ein, die je-
weils weifs oder grin gefirbt werden sollen. Wieviele verschiedene

Férbungen solcher Untersetzer gibt es?

Zunichst scheint es 2° = 32 Moglichkeiten zu geben, den Un-
tersetzer mit weifs und griin zu farben. Allerdings lassen sich
manche der gefdrbten Untersetzer durch eine Drehung ineinander iiberfiihren.

Wir miissen also diese Symmetrien berticksichtigen.

D H D D
DHFSFD
DHIPD
) by By BD
D 2 B B
D H H
D H D D
D @ D

Dazu lassen wir eine zyklische Gruppe G' = (g) der Ordnung 5 durch Drehungen
auf der Menge der 32 gefiarbten Fiinfecke wirken. Zwei Fiinfecke liegen in einer
Bahn, wenn sie sich durch Drehung ineinander iiberfithren lassen. Was wir

eigentlich zéhlen wollen, ist die Anzahl der Bahnen!

Dazu benutzen wir die Burnside’sche Formel 2.1.22. Das neutrale Element e
fixiert alle Fiinfecke; es hat also 32 Fixpunkte. Alle anderen Elemente erzeugen
G (siehe 1.5.7). Wenn ein gefiarbtes Fiinfeck Fixpunkt von h # e ist, dann ist es
also ein Fixpunkt von allen Gruppenelementen. Nur zwei Fiinfecke haben den
Stabilisator G: das vollstandig weifse und das vollstandig griine. Die Burnside’sche

Formel liefert uns nun

1 40
|X/G|:5(32+2+2+2+2):E:8.
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Es gibt also insgesamt 8 echt verschiedene Untersetzer.

PO EETRNIEDR

2.1.24 Aufgabe. Wir betrachten den Wiirfel W = [—1,1]*> C R3. Die Drehgruppe L
von W ist die Gruppe

DW) ={f eS0@3) | f(W) =W}

aller Drehungen, die den Wiirfel erhalten.

(1) Bestimmen Sie die Ordnung |D(W)| mithilfe der Bahnengleichung.

(2) Die Seitenflichen des Wiirfels sollen schwarz oder weif geférbt werden.
Wieviele verschiedene Farbungen gibt es, wenn man durch Drehung inein-

ander iiberfiihrbare Farbungen als gleich auffasst?
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2.2.1

2.2. Primitive Wirkungen und maximale
Untergruppen

Will man eine Gruppe verstehen, dann ist es ein erster naheliegender Ansatz
sich zuniichst einen (groben) Uberblick iiber die auftretenden Untergruppen zu
verschaffen. Dabei sind Untergruppen, die auffillige Eigenschaften aufweisen
besonders relevant. Zum Beispiel konnte man fragen: Welches sind die ,,gréfsten”
Untergruppen? So gelangt man zum Konzept der maximalen Untergruppen,
das wir hier betrachten wollen. Wir werden insbesondere sehen, dass man
maximale Untergruppen gut mithilfe von Gruppenwirkungen und dem Begriff

der primitiven Wirkung beschreiben kann.

I. Maximale Untergruppen

2.2.2

2.2.3

2.24

2.2.5

Es sei GG eine Gruppe. Eine Untergruppe H < G heilst echte Untergruppe, wenn
H # G gilt.

Definition (maximale Untergruppe). Es sei G eine Gruppe und M < G eine
echte Untergruppe. Man nennt M eine maximale Untergruppe von GG, wenn fiir
jede Untergruppe K < G mit M C K schon K = G gilt.

Anmerkungen zur Definition.

(a) PEine echte Untergruppe M < G ist genau dann mazimal, wenn (M U{g}) =
G fir alle g € G\ M gilt.

Falls M maximal ist, dann ist M C K = (M U {g}) und damit K = G. Falls
umgekehrt M nicht maximal ist, dann finden wir eine Untergruppe M < K < G
und fiir k € K\ M gilt dann M C (M U{k}) C K C G.

(b) Jede endliche Gruppe besitzt maximale Untergruppen. Genauer gilt: Jede
echte Untergruppe H C G einer endlichen Gruppe, ist in einer maximalen Unter-
gruppe enthalten. In der Tat, dazu nimmt man einfach eine echte Untergruppe
von G, die H enthélt und dabei die grofste Ordnung aller solcher Untergruppen

aufweist.

Beispiel. Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/nZ der Ordnung n. Aus 1.5.1

wissen wir, dass es fiir jeden Teiler d von n genau eine Untergruppe der Ordnung
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2.2.6

2.2.7

2.2.8

d in Z/nZ gibt. Da alle diese Gruppen zyklisch sind, ist dabei die Gruppe der
Ordnung d' genau dann in der Gruppe der Ordnung d enthalten, wenn gilt d'|d.
Die Gruppe der Ordnung d ist also genau dann maximal, falls p = n/d eine
Primzahl ist. Mithilfe von Beispiel 1.2.3 kann man diese Untergruppen in der

Form pZ/nZ schreiben.
Etwas allgemeiner gilt:

Hilfssatz. FEs sei G eine Gruppe. Jede Untergruppe M < G, deren Index

|G : M| eine Primzahl ist, ist maximal.

Beweis. Es sei M < K eine grofere Untergruppe. Nach dem Indexsatz 1.2.20
gilt
|G: M|=|G:K|-|K:M|

Da |G : M| eine Primzahl ist und |K : M| # 1 gilt, folgt daraus |G : K| =1
und somit G = K. O

Aufgabe. Wir betrachten die symmetrische Gruppe S,,. Zeigen Sie, dass
M={ceS,|on)=n}

eine maximale Untergruppe von S, ist.

Beispiel (Q hat keine maximalen Untergruppen). Nicht jede Gruppe besitzt
maximale Untergruppen. Als Beispiel wollen wir zeigen, dass die additive Gruppe

Q keine maximale Untergruppe besitzt.

Es sei H < G eine echte Untergruppe. Wir wollen zeigen, dass H nicht maximal
ist, indem wir eine grofere Gruppe K < G konstruieren. Die Gruppe H = {0}
ist sicher nicht maximal, daher kénnen wir H # {0} annehmen. Also enthélt H
mindestens eine Zahl ¢ # 0 mit a,b € N und damit auch alle Vielfachen von %.
Insbesondere gilt aZ C H. Die Menge {= | n € N} erzeugt die additive Gruppe
Q und da H echt in G enthalten ist, finden wir eine Zahl n € N mit % ¢ H. Wir

definieren K = (H U{1}) = H + Z=. Nach Konstruktion gilt H C K.

Um zu sehen, dass K eine echte Untergruppe ist, zeigen wir, dass das Element #

nicht in K liegt. Dies sieht man durch ein Widerspruchsargument. Angenommen
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a—}ﬂ € K, dann gilt

1
ht <=

n  an?

fiir h € H und eine ganze Zahl c. Multiplizieren wir nun mit an, erhalten wir

1
anh + ac = —.
n

Wegen aZ C H, liegt die linke Seite in H. Dies fithrt zum Widerspruch, denn %
liegt nicht in H.

Il. Primitive Wirkungen

2.2.9

2.2.10

2.2.11

2.2.12

Wir wollen uns nun mit primitiven Gruppenwirkungen befassen und werden
schlieflich feststellen, dass diese eng verwandt sind mit maximalen Untergrup-

pen.

Ist X eine G-Menge, dann definieren wir fiir jede Teilmenge B C X und jedes
Element g € G
g-B={g-b|be B}.

Dies definiert eine Wirkung von G auf der Menge der Teilmengen von X.
Blocke. Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge B C X einer G-Menge X heifst
Block, falls fiir jedes Element g € G

g-B=B oder BnNg-B=1{

gilt. Natiirlich sind X, die leere Menge ) und alle ein-elementigen Mengen {x}
stets Blocke. Diese sind aber nicht sehr interessant, deshalb nennen wir diese
Blocke trivial.

Definition. Eine Wirkung von G auf X heifst imprimitiv, wenn es einen nicht-

trivialen Block B C X gibt. Andernfalls nennen wir die Wirkung primitiv.

Es sei X eine G-Menge. Jede Bahn B := G-z ist ein Block, denn es gilt g- B = B
fiir alle g € G. Interessiert man sich fiir primitive Wirkungen, dann ist es sinnvoll

die Untersuchung auf transitive Wirkungen zu beschrianken.
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2.2.13

2.2.14

2.2.15

Beispiel. Das typische Beispiel fiir eine primitive Wirkung ist die Permu-
tationswirkung von S,, auf {1,2,...,n}. In der Tat, es sei B C {1,2,...,n}
eine echte Teilmenge mit |B| > 2. Wir wollen zeigen, dass B kein Block ist.
Dazu wéhlen wir drei verschiedene Zahlen 4,5,k € {1,2,...,n} mit i,j € B
aber k ¢ B. Dann gilt

(i k)-B=({ktuB)\{i} #B.
Zusitzlich gilt 7 € (1 k) - B, also BN (i k) - B # (. Damit ist B also kein
Block.
Beispiel. Essei E die Menge {£+1}* C R3, d.h., E ist die Menge der 8 Ecken
eines Wiirfels mit Seitenlénge 2. Die Symmetriegruppe des Wiirfels (vgl. 1.2.4)

Isom(R? E) = {f € Isom(R") | f(E) = E}

wirkt auf der Menge E der Ecken; siche 2.1.6. Jede Isometrie bildet ein Paar
diagonal gegeniiberliegender Ecken wieder auf ein solches Paar ab. In der Tat,
zu jeder Ecke ¢ gibt es genau eine diagonal gegeniiberliegende (ndmlich —§).
Diese ist die einzige der 8 Ecken, die dem Abstand 24/3 von ¢ besitzt.

Damit bildet die Menge B = {0, —0}, die aus zwei diagonal gegeniiberliegenden
Ecken besteht, einen Block. Die Wirkung der Symmetriegruppe auf den Ecken

ist also imprimitiv.

Hilfssatz. FEs sei X eine G-Menge und B C X sei ein Block.
(i) Firg,h € G sind die Mengen g- B und h- B entweder gleich oder disjunkt.
(i1) Fir jedes Element b € B gilt Stg(b) C Stg(B)

(111) Ist B # O und die Wirkung von G auf X transitiv, dann ist X die disjunkte

Vereinigung
X=|]|g-B
geR

wobei R ein Reprasentantensystem fiir die Nebenklassen von Stg(B) ist.

Beweis. (i): Falls g- BNh-B # (), dann ist h~'g- BN B # (). Da B ein Block
ist, gilt h~'g - B = B und damit auch g - B = h - B.
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2.2.16

2.2.17

(i1): Es sei g € Stg(b) beliebig. Weil nun b € g - BN B gilt, folgt g - B = B und
somit g € Stg(B).

(iii): Nehmen wir an, dass die Wirkung von G transitiv und B nicht leer ist. Dann
ist X =J,eq 9 B- Da die verschobenen Blécke entweder gleich oder disjunkt
sind, miissen wir nur die Vielfachen aussortieren. Es gilt aber g- B = h - B
genau dann, wenn h™~'g € Stg(B) gilt. Also geniigt es aus jeder Nebenklasse

von Stg(B) genau einen Vertreter zu wihlen. O

Korollar. FEs seien G eine Gruppe und X eine transitive G-Menge. Ist | X| = p

eine Primzahl, dann ist die Wirkung primitiv.

Beweis. Es sei B C X ein nicht-leerer Block. Nach 2.2.15 (iii) gilt | X| = |R|-|B|
und da | X| eine Primzahl ist, muss |B| = 1 oder B = X gelten. Der Block ist

also trivial und die Wirkung somit primitiv. O]

Satz. Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X mit |X| > 1 transitiv
wirkt. FEs sei x € X beliebig. Die Wirkung von G auf X ist genau dann primitiv,

wenn der Stabilisator von Stg(x) eine mazimale Untergruppe von G ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass die Wirkung imprimitiv ist. Es gibt
also einen nicht-trivialen Block B C X. Da auch die Mengen ¢ - B Blocke sind
und die Wirkung transitiv ist, kénnen wir € B annehmen (das sieht man mit
2.2.15 (iii)).

Wir behaupten, dass Stg(z) C Stg(B) € G gilt. In der Tat, wegen B # X und
der Transitivitdt der Wirkung finden wir ein Element g € G mit g - x & B; es
folgt Stg(B) € G. Weil B # {z} ist und die Wirkung transitiv ist, finden wir
ein Element ¢’ € G mit ¢ - x # z aber ¢’ - x € B. Aus 2.2.15 (i) folgt dann
aber ¢’ - B = B und somit Stg(x) € Stg(B). Also ist Stg(z) keine maximale
Untergruppe.

Umgekehrt sei nun die Wirkung primitiv. Wir zeigen, dass St(z) eine maximale
Untergruppe ist. Wir stellen zunéchst fest, dass Stg(x) eine echte Untergruppe
ist, denn aus dem Bahn-Stabilisator-Satz 2.1.19 folgt |G : Stg(z)| = | X| > 1.
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Sei nun K < G mit Stg(x) € K. Wir zeigen zunéchst, dass B = K -z ein
Block ist. Dazu sei ¢ € G. Angenommen es sei g - BN B # (). Es existieren also
ki, ke € K mit gk - 2 = ky - 2. Dann ist k5 'gk; € Stg(z) € K und damit auch
ge K,dh.,, g-B=B8.

Weil K echt grofer als der Stabilisator Stg(x) ist, gilt K -2 D {z}. Die Wirkung
ist aber primitiv und der Block B ist somit trivial, d.h., es muss B = X sein.

Fiir alle g € G finden wir also ein k € K dergestalt, dass

gilt. Dann ist aber g € kStg(x) C K. Weil g € G beliebig war, folgt G = K. O

lll. k-transitive Wirkungen

2.2.18

Es ist im Allgemeinen schwierig zu priifen, ob eine Wirkung primitiv ist. Deshalb
diskutieren wir in diesem Abschnitt die mehrfach transitiven Wirkungen und
zeigen, dass diese Wirkungen immer primitiv sind. Das liefert einen guten Weg

um die Primitivitat einer Wirkung nachzuweisen.

Mehrfache Transitivitidt. Es sei X eine G-Menge. Fiir jedes k € N erhalten
wir eine Wirkung von G auf der Menge der k-Tupel X* durch

g-(x1,29,...,2) = (g 71,9 Ta,..., 9" Tp).
Dabei ist die Menge
X = {(2),29,...,23) € X¥ | 2; # x; fiir alle i # 5}

der Tupel, die aus paarweise verschiedenen Eintrédgen bestehen, stabil unter der
Wirkung. Das heift, die G-Wirkung schrinkt sich zu einer Wirkung auf X!

C111.

Die Wirkung von G auf X heifit k-transitiv, wenn | X| > k gilt und die Wirkung

von G auf X transitiv ist.

Die 1-transitiven Wirkungen sind genau die transitiven. Eine k-transitive Wir-
kung ist natiirlich auch (k — 1)-transitiv, denn die Projektion X* — Xk=1 auf

die ersten (k — 1)-Eintréige ist dquivariant.
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2.2.19

2.2.20

2.2.21

2.2.22

Beispiel. Die Wirkung der symmetrischen Gruppe S, auf {1,2,...,n} ist
n-transitiv. In der Tat, sind (kq, ko, ..., k,) und (ki,...,k.,) zwei n-Tupel in
{1,2,...,n}" dann kommt jede Zahl aus {1,2,...,n} genau einmal in jedem

Tupel vor. Also definiert o(k;) == k] eine Permutation in S, die
g - (/ﬁ,kg,...,k’n) = (ki,,]{};)

erfullt.

Aufgabe. Zeigen Sie: die Wirkung der symmetrischen Gruppe Sym(N) auf
N ist k-transitiv fiir jedes k € N.

Beobachtung. Es seien G eine Gruppe und X eine G-Menge. Fiir jedes z € X
ist die Menge X \ {z} eine St(z)-Menge beziiglich der eingeschrinkten Wirkung.
Das sieht man so: Sind y € X \ {z} und ¢g € Stg(x) gegeben, so gilt auch
g~' € Stg(z). Angenommen g -y = z, dann erhilt man durch Wirkung mit

1

g~ ! die Gleichung y = ¢! - 2 = 2 und damit einen Wiederspruch. Also gilt

g-y e X\ {z}.
Satz (Kriterium fiir k-Transitivitdt). Es seien X eine transitive G-Menge und

k > 2. Die Wirkung von G auf X ist genau dann k-transitiv, wenn X \ {x} fir
alle x € X eine (k — 1)-transitive Stg(z)-Menge ist.

Beweis. Wir bemerken kurz, dass | X| > k genau dann gilt, wenn | X \{z}| > k—1
gilt. Angenommen die Wirkung von G auf X ist k-transitiv. Es sei € X beliebig;
wir definieren X’ = X \ {z}. Sind

(flfl, s ,l'k;_l), (yla s 7yk—1) S X/[k_l]

zwel (k — 1)-Tupel verschiedener Elemente in X', dann sind (z1, ..., zx_1, ) und
(Y1, ..., Yr—1,2) zwei k-Tupel in X¥. Es gibt also ein Element g € G dergestalt,
dass g-z; = y; fiirallei € {1,2,...,k—1} und g-x = x gelten. Wegen g-z = x
liegt ¢ im Stabilisator Stg(z).

Nehmen wir nun an, dass die Wirkungen der Stabilisatoren jeweils (k — 1)-

transitiv sind. Es seien

(x1, . yxn), (Y1, yk) € X
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2.2.23

2.2.24

Da die Wirkung von G auf X transitiv ist, finden wir ein Element h € G mit
h-y, = x1. Wegen h - (y1,...,yx) € XF gilt h-y; # 2, fiir alle i > 2. Da die
Wirkung von Stg(x;) auf X \ {z;} nach Voraussetzung (k — 1)-transitiv ist,
finden wir ein g € Stg(z1) mit

g (v, xp) = (h-ya, ..., h-yp).
Also erfiillt das Element h~!g die Bedingung

htg - (aq,...,o) =h " (2, hoye o hoye) = (Y1, Y2, k). O
Satz. Jede 2-transitive Wirkung ist primitiv.

Beweis. Es sei X eine 2-transitive G-Menge. Wir wollen zeigen, dass jeder Block
trivial ist. Dazu nehmen wir eine echte Teilmenge B C X mit |B| > 2 und

zeigen, dass B kein Block ist.

Wir finden verschiedene Elemente x,y,z € X mit x,y € B aber z ¢ B. Weil

die Wirkung 2-transitiv ist, gibt es g € G dergestalt, dass g - (z,y) = (=, 2) gilt.

Daraus folgt g - B # B, denn z € g - B. Zusétzlich ist x € g- BN B, also ist B
kein Block. ]

Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Wirkung der alternierenden Gruppe A, auf
{1,2,...,n} 2-transitiv ist, falls n > 4 gilt.
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2.3.1

2.3.2

2.3.3

2.3. Direkte Produkte

In diesem Abschnitt werden wir ein einfaches Verfahren kennenlernen, mit dem

man viele neue Beispiele von Gruppen konstruieren kann: das direkte Produkt.

Das direkte Produkt zweier Gruppen. Es seien G, G5 zwei Gruppen. Auf

dem kartesischen Produkt

G1 x Gy ={(g1,92) | n € Gy, g2 € Go}

definieren wird eine Gruppenstruktur, indem wir das Produkt von Paaren

komponentenweise definieren, d.h.,

(91,92)(h1, ha) = (g1h1, gaho).

fiir alle g1, hy € G und g, ho € G5. Dabei ist natiirlich in der ersten Kompo-
nente die Gruppenmultiplikation aus GG; und in der zweiten Komponente die
Gruppenmultiplikation aus G5 gemeint. Das Assoziativgesetz fiir die neue Multi-
plikation lésst sich direkt aus Assoziativitat der beiden Gruppenmultiplikationen
herleiten. Fiir alle gq, hi, k1 € Gy und gs, ho, ko € G5 gilt

((91, 92) (1, ha)) (K1, ko) =(g1ha, g2ho) (K1, ko) = ((grha)ka, (g2ho)ks)
=(g1(h1k1), g2(hoks)) = (91,92)((h1,h2)(k1, k’Q))

Das Paar (eg,, eg,) ist ein neutrales Element fiir die Multiplikation, denn

(6G17€G2)(glag2) = (6G1g176G292) = (91792) = (91,92)(6G’176G2)~

Offensichtlich ist das Element (g7, g5 ') invers zu (g1, g») und damit ist G; x G
eine Gruppe. Die Gruppe G; X (G nennt man das direkte Produkt der Gruppen
G und Gs.

Direkte Produkte allgemein. Die Konstruktion und der Beweis in 2.3.2
verwenden nirgends die Tatsache, dass wir das kartesische Produkt von zwes
Gruppen gebildet haben. Genauso kann man das direkte Produkt von drei, vier,
fiinf oder unendlich vielen Gruppen konstruieren. Es sei also (G;);er eine Familie

von Gruppen, die durch eine beliebige Indexmenge [ parametrisiert wird. Zum
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2.34

2.3.5

Beispiel kann man I = {1,2}, I = {1,2,3} oder I = N wéahlen. Erweitert man
den Beweis aus 2.3.2 von zwei auf beliebig viele Faktoren (Ubungsaufgabe!),

dann erhélt man folgenden Satz:

Das kartesische Produkt

HGi = {(gi)ier | 9i € Gi}

il

bildet zusammen mait der Multiplikation

(9i)ier(hi)ier = (gihi)ier

eine Gruppe. Das neutrale Element ist (eg,)icr und das inverse Element zu
(9i)ier ist (g7 ier-
Die Gruppe [],.; G; nennt man das direkte Produkt der Gruppen (G;)ier.

Projektionen. Wir betrachten das direkte Produkt [[..; G;. Es sei j € I.

iel
Die Projektion ;: [[.c; Gi = G; auf die j-te Komponente — also die Abbildung

(Gi)ier ¥ g; — ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Sicherlich ist 7; surjektiv. Die folgende Rechnung zeigt, dass 7; ein Homomor-

phismus ist:
75 ((95)ier(hi)ier) = m; ((gihi)ier) = gih; = 7;((9:)ier) mj ((hi)ier)-

Es ist sehr niitzlich Konstruktionen wie das direkte Produkt anhand ihrer
universellen Eigenschaften zu untersuchen. Das wird in der Kategorientheorie
systematisch versucht. Das direkte Produkt von Gruppen, das wir gerade kon-
struiert haben, besitzt also die universelle Eigenschaft des direkten Produktes

im Sinne der Kategorientheorie.

Universelle Eigenschaft des direkten Produktes. FEs seien H eine Grup-
pe und (G;)ier eine Familie von Gruppen. Ist fir jedes i € I ein Homomor-
phismus a;: H — G; gegeben, dann ezistiert ein eindeutiger Homomorphismus

Ha: H— ]

e1 Gi, sodass

mj o lla = «;
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2.3.6

2.3.7

fur alle 3 € I. Das folgende Diagramm ist also kommutativ fir alle j € I:

H i‘qg “““ » [Licr G
G,

Beweis. Wir definieren Il (h) := (a;(h));es, denn dann (und nur dann!) gilt die
gewiinschte Eigenschaft
mi(Ha(h)) = a;(h).

Man muss nur priifen, dass [la ein Homomorphismus ist, aber das ist eine leichte

Ubungsaufgabe. n

Wir wollen nun ein Kriterium herleiten, mit dem man feststellen kann, ob eine
Gruppe das direkte Produkt zweier Normalteiler ist. Dazu ben6tigen wir folgende

Beobachtung.

Hilfssatz. Fs secien G eine Gruppe und N, M < G zwei Normalteiler. Dann
qilt

[N, M] C NN M.
Falls NN M = {e} ist, dann kommutieren die Elemente von N und M paarwei-

S€.

Beweis. Es seien n € N und m € M. Dann gilt

n,m] =nmn 'mt=n(mn 'm™) = (nmn Hm € NN M.

—_——— —
EN eM

Ist der Schnitt N N M trivial, dann folgt [V, M] = {e} und die Elemente von
N und M vertauschen; sieche 1.4.11. O]

Satz. Fs sei G eine Gruppe. Sind N, M Normalteiler von G mit NN M = {e},
dann ist die Abbildung

p: NxM—G mit (n,m)—nm
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2.3.8

2.3.9

ein injektiver Homomorphismus von Gruppen. Gilt zusdtzlich NM = G, dann

st p ein Isomorphismus.

Beweis. Aus 2.3.6 folgt, dass die Elemente von N und M paarweise vertauschen.

Damit ist p ein Homomorphismus, denn
p((n,m)(n',m")) = p(nn’, mm’) = nn'mm’ = nmn'm’ = p(n,m)p(n’,m’)

fir alle n,n’ € N und m, m’ € M. Es sei (n, m) € Ker(p), dann gilt nm = e und
somit n =m~' € NN M. Weil der Schnitt N N M trivial ist folgt (n,m) = (e, e)

und damit ist p injektiv.

Gilt auch NM = G, dann ist p auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. [

Aufgabe. Unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Aussage und der

Beweis von 2.3.7 von zwei auf endlich viele Normalteiler verallgemeinern.

Formulieren Sie passende Bedingungen fiir drei Normalteiler und nutzen Sie

diese um 2.3.7 zu verallgemeinern.

Korollar. FEs seien mqy, mqy teilerfremde natiirliche Zahlen und n = mims.

Dann gibt es einen Isomorphismus

Z]/miZ X L] msZ = 7 /nZ.

Beweis. Nach dem Satz iiber die zyklischen Gruppen 1.5.1 hat Z/nZ zwei
zyklische Untergruppen M; und M, der Ordnung m; bzw. mo. Weil m; und ms

teilerfremd sind, folgt aus dem Satz von Lagrange 1.2.21 bereits
M1 N M2 == {6}

Aus 2.3.7 erhalten wir einen injektiven Homorphismus p: M; x My — Z/nZ. Da
beide Gruppen die Ordnung n = myms haben, ist p auch surjektiv und damit

ein Isomorphismus. O

Durch wiederholte Anwendung von 2.3.9 erhalten wir:
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2.3.10

2.3.11

2.3.12

2.3.13

2.3.14

Korollar. Es sei m € N mit Primfaktorzerlequng’ m = py* -pf o -pi‘“. Dann
qilt
Z/mZ = L) pP L x LIpPTL x --- x Z/pl*Z.

Das beschriankte direkte Produkt. Es sei I eine (unendliche) Indexmenge
und (G})ier eine Familie von Gruppen. Die Elemente (g;)ie; mit g; = eg, fiir
fast alle ¢ — d.h., fiir alle bis auf endlich viele ¢ € I — bilden eine Untergruppe
des direkten Produktes ], ,

direkte Produkt und bezeichnen sie mit

G;. Wir nennen diese Untergruppe das beschrinkte

H/ G; = {(gl-)ig € HGi | gi = eg, fiir fast alle i € ]}.

icl iel
Fiir endliche Indexmengen gibt es natiirlich keinen Unterschied zwischen dem
direkten Produkt und dem beschrankten direkten Produkt. Das beschrankte
direkte Produkt wird von den Elementen erzeugt, die genau einen Eintrag g; # e

besitzen.

Vorsicht. Fiir das beschriankte direkte Produkt kursieren diverse Namen in
der Literatur, z.B., ,,direkte Summe*. Andere Autoren bezeichnen unser direktes
Produkt als ,,unbeschréanktes direktes Produkt”® und verwenden die Bezeichnung
direktes Produkt im beschrankten Fall.

Bemerkung. Das beschrinkte direkte Produkt iiber einer unendliche Index-
menge ist gewissermafsen ,,deutlich kleiner* als das direkte Produkt. Zum Beispiel
ist das beschrankte direkte Produkt

22z
1€Np

abzahlbar unendlich. Um das zu sehen, kann man die Elemente mittels des
Binarsystems den natiirlichen Zahlen zuordnen. Andererseits folgt aus dem
Cantor’schen® Diagonalargument, dass das direkte Produkt [ Lien, Z/27Z iiberab-
zahlbar ist.

Inklusionsabbildungen. Es sei I eine Indexmenge und (G;);c; eine Familie

°Die Primzahlen p1,...,ps sind also paarweise verschieden.
6Georg CANTOR: deutscher Mathematiker, 1845 — 1918.
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2.3.15

von Gruppen. Fiir jedes j € I ist die ,,Inklusionsabbildung” ¢;: G; — Hl'e[ G,
ein Homomorphismus. Diese Abbildung bildet g € G; auf (g;)icr ab, wobei
g; = g und g; = e fiir alle i # j ist.

Universelle Eigenschaft des beschriankten direkten Produktes. Das
/

beschrinkte direkte Produkt o G, einer Familie (G;)ier von Gruppen erfillt

folgende universelle Eigenschaft:

Es seien G eine Gruppe und «;: G; — G eine Familie von Homomorphismen.

Falls fir alle i # j die Bilder von «; und o elementweise vertauschen, dann

existiert ein eindeutiger Homomorphismus

Ii[/(ki: Ii[,(;i'—é (;,

el il

/
mit(Hielai)OLj:aj fiir alle j € 1.

L /
G J N | | e
I ’ ier !

-
-
s
-
aj P
-
K

/
¢ I«

Beweis. Es seien G eine Gruppe und «;: G; — G eine Familie von Homomor-

/
phismen. Wir zeigen zuerst die Existenz des Homomorphismus | | o G Es sei
1€

g =(9i)ier € H/-GI G;. Nach Definition des beschrankten direkten Produktes
ist die Teilmenge S(g) = {i € I | g; # e} endlich. Ordnen wir die Elemente von
S(g) beliebig an, sagen wir S(g) = {1, i2, ..., %}, dann ist

6(9) = Oy (gh) gy (giz) T Qg (glk)

ein Element in . Da die Bilder der Homomorphismen «;,, ..., a;, paarweise
vertauschen, ist die gewahlte Reihenfolge dabei unwichtig; wir schreiben daher
kurz

Blg) = H @;i(g:)-

i€S(g)
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2.3.16

Nun priift man nach, dass 3 ein Homomorphismus ist (Ubungsaufgabe!). Dies

ist der gesuchte Homomorphismus, denn wegen S(¢,(g;)) = {j} gilt
Ble(95)) = a;(9g5)

Nun zur Eindeutigkeit: Die Bilder der Inklusionsabbildungen erzeugen das
!/

beschréankte Produkt H . G, denn es gilt
1€

9= "(g)iecr = [] ulg)-
i€S(g)
Daraus folgt die Eindeutigkeit (siehe 1.4.8 (ii)). O
Aufgabe. Es sei (G;)es eine Familie von Gruppen. Zeigen Sie, dass das

beschriankte direkte Produkt /'ez G, ein Normalteiler des direkten Produktes
Hiel Gz ist.
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2.4.1

2.4. Semidirekte Produkte

Aus Satz 2.3.7 wissen wir, dass eine Gruppe G, die Normalteiler N, M < G
besitzt mit NNM = {e} und NM = G, zum direkten Produkt N x M isomorph

ist. In diesem Fall vertauschen die Elemente von N mit denen von M.

Was passiert aber wenn nur eine der beiden Untergruppen N und M ein Normal-
teiler ist? Wir wollen hier eine weitere Konstruktion von Gruppen kennenlernen,

die das direkte Produkt zweier Faktoren entsprechend verallgemeinert.

I. Konstruktion und Beispiele

2.4.2

2.4.3

Wirkungen durch Automorphismen. Es seien H und K zwei Gruppen
und
HxN—= N mit (hn)—"n

sei eine Gruppenwirkung. Man nennt diese Wirkung eine Wirkung durch Au-
tomorphismen, wenn fiir jedes h € H die Abbildung \: n + "n ein Automor-

phismus von N ist.
Anmerkungen zur Definition.

(a) Die Notation "n erinnert an die Konjugation und wir werden bald sehen,

warum das sinnvoll ist.

(b) Da die Abbildung A, : n +— "n stets bijektiv ist (siehe 2.1.3 (b)), handelt es
sich genau dann um eine Wirkung durch Automorphismen, wenn jedes A, ein

Homomorphismus ist, d.h., wenn
"(nm) = "n"m

fiir alle h € H und n,m € N gilt.

(¢) In 2.1.3 (c¢) haben wir gesehen, dass die Abbildung A\: H — Sym(/N) mit
h — A ein Homomorphismus von Gruppen ist. Die Wirkung ist genau dann
eine Wirkung durch Automorphismen, wenn das Bild von A in der Automor-

phismengruppe Aut(V) liegt.
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2.4.4

2.4.5

2.4.6

Beispiel. Es seien G eine Gruppe und N, H Untergruppen. Falls H C Ng(N)

im Normalisator von N liegt, dann gilt
hp=hnh™ ' e N

fir alle n € N und h € H. Die Konjugationswirkung H x N — N mit
(h,n) ~ "n ist dann eine Wirkung von H auf N durch Automorphismen,

denn

"(nm) = hnmh™" = hnh™*hmh™" = "n"m.

Beispiel. Es sei G eine Gruppe. Die Automorphismengruppe Aut(G) wirkt

auf G durch Automorphismen verméoge
Aut(G) x G - G mit  («,g) — a(g).

Es handelt sich dabei um die Einschrinkung der Wirkung von Sym(G) auf G
(siehe Beispiel 2.1.4) auf die Untergruppe Aut(G).

Das semidirekte Produkt. Es seien H und N Gruppen und es sei
w: Hx N = N mit w(h,n)="n

eine Wirkung durch Automorphismen. Wir betrachten die Menge N x H und

definieren darauf die Verkniipfung
(n, h) %y (M, k) == (n"m, hk).

Wir wollen zeigen, dass diese Verkniipfung eine Gruppenstruktur auf N x H
definiert. Dazu priifen wir zunéchst die Assoziativitiat. Es seien dazu hq, ho, hs €
H und nq,n9,n3 € N.

((nb h1)*w(ne, hz)) *u (13, h3) = (n1h1n27 hihy) . (03, hs)

= (nlhlnzhlh%s, h1h2h3) = (nlhl (n2h2n3)> h1h2h3)

= (n1, h1) %y (n2"?n3, hahg) = (n1, hy) % ((n2, ha) %4 (N3, h3))
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2.4.7

Das Element (ey, ey) ist das links-neutrale Element, denn es gilt
(en,em)(n,h) = (e n,egh) = (““n,h) = (n, h);

dabei folgt der letzte Schritt aus dem Gruppenwirkungsaxiom (W1). Das Links-

inverse von (n, ) ist (" 'n~', h™1), denn wir erhalten

P R Y ke (b)) = (M i T R) = (P (), en) = (ens en).

Die Gruppe (N x H, %,,) heitt das semidirekte Produkt der von N mit H beziiglich
der Wirkung w. Wir verwenden die Notation N x,, H fiir das semidirekte Produkt
beziiglich w. Falls die Wirkung w aus dem Kontext klar hervorgeht, lasst man
den Index w meistens weg. Wie in jeder Gruppe verschweigen wir beim Rechnen

meistens das Symbol x,, fiir die Gruppenmultiplikation.

Satz. Das semidirekte Produkt N x.,H ist eine Gruppe mit der Multiplikation
(n, h) %y (M, k) = (n"'m, hk).

Das neutrale Element ist (ey,ey) und das Inverse zu (n,h) ist (" " 'n=', h71).
Die Abbildungen in: N — N X, H mit ix(n) = (n,ey) und ig: H — N x, H

mit iy (h) = (en, h) sind injektive Homomorphismen. Das Bild von iy
in(N) = {(n,ey) € N x, H}

ist ein Normalteiler von N x,, H. Die Konjugationswirkung von iy(H) auf
in(N) ist durch

(en,h)(n,ex)(en, h™Y) = ("n,eg).

gegeben.

Beweis. Den ersten Teil haben wir schon in 2.4.6 bewiesen. Wir miissen nun

noch die Aussagen iiber iy und iy beweisen. Zunéchst stellen wir fest, dass
(n,)(m,e) = (nm,e) und (e, h)(e, k) = (e, hk)

gelten. Aus dieser Rechnung folgt direkt, dass die Abbildungen iy und iy
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2.4.8

Gruppenhomomorphismen sind. Da der Kern jeweils trivial ist, sind diese
injektiv; siche 1.2.10. Fiir alle n,m € N und h € H gilt

(m,h)(n,e)(" m~ " hY) = (m'n, h) (" mTL R = (mPnm 7 e) € in(N),

also ist iy (V) ein Normalteiler. Die Aussage tiber die Konjugationswirkung

erhdlt man, indem man m = e setzt. [

Beispiel (Diedergruppen). Wir betrachten die zyklische Gruppe Z/nZ der
Ordnung n > 2. Die zweielementige Gruppe {£1} wirkt auf Z/nZ durch
Multiplikation, d.h.,

(0, k) — k.

Das Element 1 wirkt also durch die Identitat und das Element —1 durch Inversion
(siehe 1.1.19); es handelt sich also um eine Wirkung durch Automorphismen.
Das semidirekte Produkt

Dsn = Z/nZ x {£1}

heiftt die Diedergruppe” der Ordnung 2n. Das neutrale Element ist also (0, 1)
Die Diedergruppen sind wichtige Beispiele endlicher Gruppen, deshalb wollen wir
uns einige ihrer Eigenschaften anschauen. Wir betrachten nun die Elemente

r=(1,1) und s=(0,-1)

in der Diedergruppe. Das Element r ist ein Element der Ordnung n und s ist

ein Element der Ordnung 2. Es gilt aufserdem

[r,s] = rsr~ts™t = (1,1)(0, —1)(—

u)—‘
—_
~—
~
=
|
—_
~—
I
—~~
no
—_
~—
I
<
(]

Insbesondere ist die Diedergruppe Dy, fiir n > 2 nicht abelsch (denn r? # ¢).

1

Multiplizieren wir noch von links mit 7~! und verwenden s~! = s, dann erhalten

wir die Relation srs = r—!

Die Elemente r und s erzeugen die Diedergruppe D,,. Um das einzusehen

"Sprich: Di-Eder
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2.4.9

2.4.10

2.4.11

2.4.12

nehmen wir ein beliebiges Element 2 = (k,0) € Da,. Falls § = 1, dann gilt

x = r¥. Andernfalls ist 6 = —1 und es gilt z = 7*s.

Das Element ¢ = rs ist ebenfalls ein Element der Ordnung 2, denn

t*=rsrs =r(srs) =rr ' =e.
Natiirlich gilt » = ts, deshalb kann Dy, von den beiden Elementen s,t der

Ordnung 2 erzeugt werden.

(Bei der Notation fiir die Diedergruppe muss man etwas aufpassen. In manchen

Texten wird die Bezeichnung D,, anstelle von D,,, verwendet.)

Warnung. In der Diedergruppe Dy, gilt ord(t) = ord(s) = 2, aber ord(ts) = n.
Insbesondere sehen wir, dass die Ordnung von gh im Allgemeinen nicht mit den

Ordnungen von ¢ und A ausgerechnet werden kann.

Beispiel. Man kann die Konstruktion der Diedergruppen etwas verallgemei-
nern. Es sei (A4, +) eine abelsche Gruppe. Die zweielementige Gruppe {41}
wirkt auf A, wobei wieder —1 als Inversion wirkt; vgl. 1.1.19. Man erhélt dann
das semidirekte Produkt A »x {£1}. Fiihrt man diese Konstruktion mit A =7Z

aus, dann erhéalt man die unendliche Diedergruppe

Do =7 x {£1}.

Aufgabe.

(a) Zeigen Sie, dass die unendliche Diedergruppe D, von zwei Elementen der

Ordnung 2 erzeugt wird.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes n > 2 die Diedergruppe Ds,, isomorph zu einer
Faktorgruppe von D, ist.

Beispiel (Der Holomorph einer Gruppe).  Es sei G eine Gruppe. Wir betrach-
ten die natiirliche Wirkung von Aut(G) auf G siehe 2.4.5. Das semidirekte
Produkt G x Aut(G) zu dieser Wirkung heifst der Holomorph von G. Als Notation
verwenden wir

Hol(G) = G x Aut(G).
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Das Produkt zweier Elemente (g, @), (h, 8) € Hol(G) im Holomorph ist also
(g, @)(h, B) = (ga(h), a0 B).

2.4.13 Aufgabe.

(a) Zeigen Sie, dass der Holomorph der unendlichen zyklischen Gruppe Z

isomorph zur unendlichen Diedergruppe D, ist.

(b) Wie viele Elemente hat der Holomorph Hol(Z/mZ) einer endlichen zykli-
schen Gruppe?

Il. Universelle Eigenschaft und Anwendungen

Auch das semidirekte Produkt kann mithilfe einer universellen Eigenschaft

beschrieben werden.

2.4.14 Universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes. Fs seien N und H
Gruppen und w : (h,n) — "n eine Wirkung von H auf N durch Automorphismen.
Ist G eine Gruppe und sind fg: H — G und fny: N — G Homomorphismen
mit der Eigenschaft

Fa(h) fn(n) fru ()™ = fn("n)

fiir alle h € H und n € N, dann g¢ibt es einen eindeutigen Homomorphismus
f: N %, H — G, sodass foz'N = fn undfoiH = fu gelten.

In anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert

fu
H
N, H -1 5@
N
N

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst die Eindeutigkeit. Es gilt in(N)ig(H) =
N %, H, daher erzeugt die Menge in(N)Uig(H) das semidirekte Produkt. Aus
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2.4.15

1.4.8 folgt nun, dass ein Homomorphismus f : N X, H — G schon eindeutig

bestimmt ist, wenn wir wissen was f auf den Mengen iy (N) und iy (H) macht.

Wir miissen nun noch zeigen, dass f existiert. Dazu definieren wir

f(n,h) = fx(n) fu(h).

Es gelten nun f oiy = fy und f oty = fg. Die folgende Rechnung zeigt, dass
f ein Homomorphismus ist:

f(n"m, hk) = fx(n"m) f(hk)

I (n) fx("m) fa (R) fra (k)

P () fr(R) v (m) frr (h) ™ frr (B) fra ()

f(n) fu(h) fn(m) fu (k) = f(n,h)f(m, k). O

J((n,h)(m, k)

Die Symmetriegruppe des regelmissigen n-Ecks. Es seien n > 3 und

2mik

M,, = {exp( yeClked{0,...,n—1}}
die Menge der Ecken des regelméfigen n-Ecks mit Mittelpunkt 0 in C. Wir

wollen zeigen, dass die Isometriegruppe
Isom(C, M,,) = {f € Isom(C) | f(M,) = M,}

isomorph zur Diedergruppe D, ist. Eine Isometrie von C ist hier eine Abbildung,
die die iibliche Metrik d(z,w) = |z — w| erhélt.

Es sei f € Isom(C, M,). Wir beginnen mit einer Beobachtung: f ist durch
die Werte f(1) und f(exp(*2)) eindeutig bestimmt, denn jede andere Ecke ist

213 )

eindeutig durch Thre Abstdnde zu 1 und exp(=2*) festgelegt.

Damit zeigen wir nun, dass Isom(C, M,,) hochstens 2n Elemente besitzt. In der
Tat, es gibt n Ecken, also hochstens n Moglichkeiten fiir f(1). Da Isometrien
Absténde erhalten, muss die von 1 ,,benachbarte* Ecke eXp(Qm) auf eine Nach-
barecke von f(1) abgebildet werden. Dafiir gibt es hochstens 2 Moglichkeiten.
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2.4.16

2.4.17

Es ist aber nicht schwierig 2n verschieden Isometri-
en des n-Ecks anzugeben. Wir haben die identische
Abbildung, n — 1 Drehungen

n—1

PP p

(sagen wir gegen den Uhrzeigersinn, d.h., p(z) =
exp(22)z) und n Spiegelungen. Es sei o die Spieglung an der reellen Achse. Die

verschiedenen Spiegelungen sind dann gerade die Elemente

o, po, plo, ..., p" o
Weiter gilt opo = p~! (wie bereits erwihnt, geniigt es diese Gleichheit auf
zwei benachbarten Ecken zu priifen). Die Drehungen bilden eine zyklische
Untergruppe der Ordnung n und die Spiegelung o erzeugt eine zweielementige
Untergruppe. Da die Konjugationswirkung von ¢ auf der Gruppe der Drehungen
genau die Inversion ist, liefert uns die universelle Eigenschaft des semidirekten

Produktes einen Homomorphismus
Dy, — Isom(C, M,,)

mit (k + nZ,1) — p* und (k + nZ,—1) ~ pFo. Da wir alle Elemente von
Isom(C, M,,) bestimmt haben, sehen wir, dass die Abbildung surjektiv ist. Beide
Gruppen haben die Ordnung 2n, also handelt es sich schon um einen Isomor-

phismus.

Definition (Komplement). Es seien G eine Gruppe und K < G eine Untergrup-
pe. Eine Untergruppe H < G heift Komplement von K in G, wenn KNH = {e}
und KH = G gelten.

Satz. Fs sei G eine Gruppe. Sind N < G ein Normalteiler und H < G ein

Komplement von N in G, dann gilt
N x, H=G

wobei w(n, h) = "n die Konjugationswirkung von H auf N ist.
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2.4.18

2.4.19

2.4.20

Sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, dann nennt man G das semidirekte
Produkt von N und H, wobei man die Konjugationswirkung nicht mehr explizit

erwahnt.

Beweis. Es seien fy: H — G und fy: N — G die Inklusionsabbildungen.
Es gilt fg(h)fxn(n)fa(h)™ = hnh™! = "n, deshalb liefert uns die universelle
Eigenschaft des semidirekten Produktes 2.4.14 einen Homomorphismus von

Gruppen

A

f:NxyH—G mit f(n h)=nh

Nach Voraussetzung ist G = NH und f ist daher surjektiv. Aufserdem hat
f einen trivialen Kern und ist somit injektiv; siche 1.2.10. In der Tat, es gilt
f(n,h) = e nur dann, wenn n = h~' € NN H = {e} liegt. O

Beispiel. Die symmetrische Gruppe S, (mit n > 2) ist isomorph zu einem
semidirekten Produkt der Form A, x Z/2Z. Dies kann man anhand von Satz
2.4.17 schnell einsehen, denn A,, < .5, ist ein Normalteiler von Index 2 und die

zweielementige Gruppe ((1 2)) ist ein Komplement von A,, in S,,.

Beispiel (Die affine Gruppe).  Essei K ein Korper. Eine Abbildung f, 4: K" —
K™ der Form
foalx) =v+ Az

mit A € GL,(K) und v € K" heifst affine Abbildung. Die Menge der affinen
Abbildungen

Aff,(K) ={foa: K" - K" | A€ GL,(K) und v € K"}

bildet mit der Verkniipfung von Abbildungen eine Untergruppe von Sym(K™),

denn
fv,A o fw,B(x) =v—+ A(w + BQZ’) =v—+ Aw + ABz = wa—i—uAB(x)

fir alle z € K™ und die Umkehrabbildung von f, 4 ist f_4-1, 4-1. Die Gruppe
Aff,, (K) heift die affine Gruppe des K™.

Die allgemeine lineare Gruppe GL, (K) ist eine Untergruppe von Aff, (K); sie
besteht genau aus den Abbildungen der Form fj 4. Die affinen Abbildungen der
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2.4.21

Form T, = f, g, nennt man Translationen. Die Menge der Translationen
T(K")={T,|ve K"}

bildet ebenfalls eine Untergruppe der affinen Gruppe. (Ubungsaufgabe: T'(K™)
ist isomorph zu (K™, +)). Die Gruppe der Translationen ist ein Normalteiler
von Aff,(K), denn es gilt

foaoTy,o fu_j‘(w) =v+Aw— A v+ AT r) = Aw + 1 = Tay()

fir alle x € K™. Wir beobachten nun f, 4 = T, o fo 4, also gilt Aff,,(K) =
T(K™) GL,(K). Weil nur die Translation Ty den Nullvektor fixiert, gilt auch
T(K™) N GL,(K) = {idg~ }. Nun folgt aus Satz 2.4.17, dass die affine Gruppe

isomorph zum semidirekten Produkt
Aff,(K) = K" x GL,(K)

ist. Die Wirkung von GL,, (K) auf K" ist dabei die Wirkung aus Beispiel 2.1.5.

Kurze exakte Folgen. Es seien G, H und K Gruppen und a: K — G und
B: G — H Homomorphismen. Man nennt die Folge

K-“a-sny

ezakt bei G, wenn Bild(a) = Ker(3) gilt.

Zwei spezielle Félle werden sehr héufig gebraucht. Nehmen wir zunéchst an,

dass K = {e} die triviale Gruppe ist. Die Folge
(et —w G- H

ist also genau dann exakt, wenn Ker(5) = {e} gilt, d.h., wenn S injektiv ist
(1.2.10). Nun schauen wir uns den Fall an, dass H = {e} die triviale Gruppe ist.
Die Folge

K% G —{e}

ist genau dann exakt, wenn a(K) = G gilt, d.h., wenn « surjektiv ist.
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2.4.22

2.4.23

2.4.24

Man bezeichnet
(e} — K -5G-5 H—{e}

als kurze exakte Folge, wenn die Folge bei K, G und H exakt ist. Es gilt also «
ist injektiv, 3 ist surjektiv und Bild(a)) = Ker(/3). In diesem Fall ist a(K) ein zu
K isomorpher Normalteiler von G und die Faktorgruppe G /a(K) ist isomorph

zu H; siehe 1.3.11. Man nennt G dann eine Erweiterung von K durch H.

Aufgabe. Essei G eine Erweiterung von K durch H. Zeigen Sie: Sind K und
H endlich, dann ist auch G endlich und es gilt |G| = |K]| - |H|.

Spaltende kurze exakte Folgen. Es sei
(e} —N-L6-5H—{e}

eine kurze exakte Folge von Gruppen. Man sagt, dass die Folge spaltet, wenn es

einen Homomorphismus s: H — G gibt mit der Eigenschaft

Bs(h)) = h

fiir alle h € H. Der Homomorphismus s ist also rechtsinvers zu ; man nennt
s eine Spaltabbildung. Die Existenz einer Spaltabbildung kann man durch ein

Diagramm der Form

{e}

~
=
<
~
@
v
=
~
——
[
——

darstellen. Eine Spaltabbildung ist iibrigens immer injektiv, denn aus s(h) = e
folgt h = B(s(h)) = e.

Satz. Ist

{e} y N 15 g2 >,-H > {e}

eine spaltende kurze exakte Folge von Gruppen, dann ist G isomorph zu einem
semidirekten Produkt N x H.

Beweis. Da j injektiv ist, ist das Bild von j isomorph zu N. Um die Notation

etwas zu vereinfachen, identifizieren wir N mit dem Bild j(/V) und tun so, als
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sei N C GG und j die Inklusionsabbildung.
Zuerst miissen wir eine Wirkung von H auf N finden. Dazu verwenden wir die
Spaltabbildung und definieren

w(h,n) =*®n = s(h)ns(h)~*.

Nun verwenden wir wieder die universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes

fiir die Abbildungen fy = 7 und fy = s und erhalten einen Homomorphismus

~

fiNxyH—=G mit f(nh)=nsh).

Wir miissen uns nun davon iiberzeugen, dass f ein Isomorphismus ist. Der

Homomorphismus f ist surjektiv, denn fiir alle g € G gilt

9= (gs5(8(9))")s(B(g)) = f(gs(B(9)) ", B(g))-
eN

Um zu sehen, dass f auch injektiv ist, nehmen wir ein Element (n,h) im Kern.
Dann gilt f(n, h) = ns(h) = e und damit auch s(h) € N = Ker(5). Daraus folgt
nun e = $(s(h)) = h und damit auch n = e. O

lll. Die Isometriegruppe des R"

2.4.25 Die Isometriegruppe des R". Am Ende dieses Abschnitts begeben wir uns

auf eine kleine Exkursion und untersuchen die Isometriegruppe
Isom(R") = {f: R" = R" | d(f(u), f(v)) = d(u,v) fiir alle u,v € R" }.

Wir werden sehen, dass sich die Isometriegruppe wieder als semidirektes Produkt
verstehen lasst.
In Beispiel 1.1.13 hatten wir schon zwei Arten von Isometrien erwahnt:

e Die Translationen T,,: x — x + w mit w € R™ und

e die orthogonalen linearen Abbildungen = — Az mit A € O(n).
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2.4.26

Etwas allgemeiner erhélt man durch Verkniipfung nun die Abbildungen
fuwa: R" =R mit fy,a(r) =w+ Az

mit einem Vektor w € R™ und einer orthogonalen Matrix A € O(n). Abbildungen
dieser Art sind uns schon in Beispiel 2.4.20 begegnet. In der Tat ist f,, 4 eine

Isometrie, denn fiir alle u,v € R™ gilt
d(fuw,a(w), fu,a(v)) = [[(w+Au) = (w+ Av)[| = [|[A(u —v)[| = [[u—v[| = d(u,v);

hier verwenden wir im vorletzten Schritt, dass A orthogonal ist. Wir wollen nun

beweisen, dass jede des R™ Isometrie von der Form f,, 4 ist.

Satz iiber die Isometriegruppe des R".  Die Elemente von Isom(R™)
sind genau die Abbildungen der Form f, 4 fir einen Vektor w € R" und eine

orthogonale Matriz A € O(n). Insbesondere gibt es einen Isomorphismus
Isom(R"™) = R" x O(n)

wobei das semidirekte Produkt beziiglich der kanonischen Wirkung von O(n) auf
R™ gebildet wird.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Abbildungen f,, 4 Isometrien sind. Zuerst
wollen wir zeigen, dass Isometrien Geraden auf Geraden abbilden. Dazu bendtigen

wir etwas lineare Algebra.

Es seien x, 2’ € R™ mit  # 2’ gegeben. Die Gerade durch x und 2z’ besteht
genau aus den Punkten der Form (1 —t)x + ¢z’ mit ¢ € R. Es sei nun A € R fest
gewahlt. Wir zeigen: Der Punkt (1 — N)x + A2’ ist der eindeutige Punkt im R™,

der von x den Abstand |||z — 2'|| und von x’ den Abstand |1 — M|z — 2’|| hat.

Dass (1 — Az + Az’ diese Eigenschaften besitzt ist klar, wir miissen uns aber
iiberlegen, warum es keinen anderen solchen Punkt gibt. Es sei also y € R™ ein

Punkt mit diesen Eigenschaften, d.h.,

Nz —2'|* = {y — z,y — z) = |ylI* — 2y, =) + ||=]”
(1 =Mz = 2| =y — 2",y — &) = lylI* = 2{y. «) + [|2/]*.
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Subtrahieren wir die obere Zeile von der unteren und ziehen zusatzlich noch

|z — 2'||* ab, dann erhalten wir
2|z —2||* =20y —z, 2 — )

Wir wollen zeigen, dass y auf der Gerade durch die Punkte z und 2’ liegt. Die

Cauchy-Schwarz Ungleichung (siche ,,Lineare Algebra® 6.1.9) liefert nun
Ml = 2" = Ky — 2,2 — )| < [ly = alllla — 2’| = N[l — 2/,

wobei im Schritt * nur dann Gleichheit besteht, wenn y — z und x — 2’ linear
abhédngig sind, d.h., wenn y auf der Gerade durch x und ' liegt. Daher muss y
von der Form y = (1—¢)x+t2’ sein fiirein ¢t € R. Da [t| = |A| und [1—¢| = [1— A
gelten, muss t = A sein. Es sei nun f € Isom(R"™) beliebig. Weil f Abstédnde

erhalt, gilt nun also
F((=XNz+ ") = (1 =N f(z) + \f(2) (2.4.a)

fiir alle z, 2’ € R™ und A € R.

Als néchstes beweisen wir, dass f von der Form f = f, 4 ist. In diesem Fall
wire w = f(0), also definieren wir einfach w := f(0). Wir untersuchen nun die
[sometrie f' =T, o f. Diese erfiillt f(0) = 0 und wenn die Aussage des Satzes

richtig ist, dann ist f’ eine orthogonale lineare Abbildung.

Aus 2.4.a folgt mit x = 0, dass f’ homogen ist, d.h., fiir alle 2’ € R"™ und alle
A € R gilt die Identitat

F'(A2') = Af'(a).
Aus der Homogenitéat und Gleichung 2.4.a ergibt sich

Pl +a!) = 2f (o + ) = 23 @) + £ @) = f(&) + F(&).

Die Abbildung f’ ist also linear und weil f” Absténde erhélt, handelt es sich um
eine orthogonale Abbildung f’(v) = Av mit A € O(n); siehe ,Lineare Algebra®,
Proposition 6.3.12.

Zuletzt wollen wir zeigen, dass Isom(R") ein semidirektes Produkt ist. Das
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funktioniert genau wie in Beispiel 2.4.20. Dazu priift man zunéchst, dass die
Menge der Translationen T'(R™) = {7, | w € R"} ein zu R" isomorpher
Normalteiler von Isom(R™) ist. Die Untergruppe der orthogonalen Abbildungen
fo.4 ist ein Komplement von T'(R"), deshalb sicht man mit Satz 2.4.17, dass
Isom(R™) ein semidirektes Produkt der Form R” x O(n) ist. Um die Wirkung
von O(n) auf T(R™) auszurechnen, konjugieren wir eine Translation mit einer

orthogonalen Abbildung:

fO,AOTwof&i(U) = Alw+ A7) = Aw + v = Ty (v). O
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L2.1.9

2.6. Losungen der Aufgaben in Kurseinheit 2

Losung. Es sei z € H und

A= <Z Z) € SLy(R)

Wir betrachten die Mobius-Transformation

az+b
cz+d

cZ =

Wir miissen zunéchst priifen, dass hier nicht durch Null dividiert wird. Falls
der Nenner verschwindet, dann ist die Zahl cz reell. Weil aber 3(2) > 0 gilt, ist
die komplexe Zahl cz nur dann reell, wenn ¢ = 0 ist. Aus ¢ = 0 folgt aber stets
d # 0, denn die Determinante det(A) = ad — bc ist 1.

Als néchstes iiberlegen wir uns, ob A - z wieder in H liegt. Dazu bestimmen wir

den Imaginérteil. Es sei z = x 4 yi. Dann gilt

az+b  (az+b)(cz+d)  (acz® + adz + acy® + bex 4 bd) N (ad — be)y .
cz+d lcz 4 dJ? B lcz 4 dJ? lez + d|? !

Wegen det(A) = ad — be = 1 ist der Imaginérteil von A - z genau und ist

_ Y
|cz+d|?
damit positiv.

Die Mébius-Transformationen definieren eine Wirkung von SLo(R) auf H. Of-

fensichtlich ist Fs - z = z. Es seien nun

A= (") B (" V) csmam).
c d d d

/ / / l
AB — aa’ + b ab + bd ’
ca' +dc b +dd

Dann gilt
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und damit

a’z+b’) agEE b

Tzl

dz+d chEry +d

_ad'z+ab +b(dz+d)  (ad' +bc)z + ab’ + bd'

Ccdzcb +ddz+d) (cd +de)z + b + dd’

A-(B-z):A-(

= (AB) - z.

L2.1.24 Lésung. (1): Die Drehgruppe D(W) wirkt transitiv auf der Menge der 6 Sei-
tenflichen des Wiirfels. Die Bahnengleichung 2.1.21 ermdglicht es uns, die
Ordnung der Drehgruppe D(W) zu bestimmen, indem wir die Ordnung der

Stabilisatorgruppe bestimmen.

Welche Drehungen des Wiirfels stabilisieren eine vorgegebene Seite S C W?
Wenn eine Drehung f die Seite S stabilisiert, d.h, f(.5) =S, dann stabilisiert f
auch die gegeniiberliegende Seite und die Mittelpunkte dieser beiden Seiten. Es
kann sich also nur um eine Drehung um die Achse durch die beiden gegeniiberlie-
genden Seitenmittelpunkte handeln. Davon gibt es 4 Stiick: die Drehungen um
0°, 90°, 180° und 270°. Also gilt | Stpw)(S)| = 4 und mit der Bahnengleichung

erhalten wir
IDW)] = [DOW) - 8]+ | Ston(S)] = 64 = 24

Man kann nun mit etwas rumprobieren alle Drehungen auflisten. Die 24 Elemente

der Drehgruppe sind:

(a) Die Identitat (Anzahl: 1).
(b) Drehungen um 180° Grad um die Achse durch zwei

gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte (Anzahl: 3). i \/

(c) Drehungen um 90° oder 270° Grad um die Achse L '\ |
durch zwei gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte o
(Anzahl: 3-2 = 6). - /

(d) Drehungen um 180° um die Achse durch zwei ge-
geniiberliegender Kantenmittelpunkte (Anzahl: 6).
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L2.2.7

(e) Drehungen um 120° oder 240° Grad um die Achse
durch zwei diametral gegeniiberliegende Ecken (Anzahl: 4 -2 = 8).

(2): Wir wollen das Abzéhlproblem mithilfe der Burnside’schen Formel 2.1.22
16sen. Dazu sei X die Menge aller schwarz-weifs gefarbter Wiirfel. Die Menge X
enthilt 26 = 64 Elemente. Die Drehgruppe D(W) wirkt auf X durch Drehungen
und wir wollen genau die Anzahl der Bahnen bestimmen. Dazu miissen wir fiir
jedes Element der Drehgruppe, die Anzahl der fixierten Farbungen bestimmen.
Dazu verwenden wir die Liste aus Teil (1).

(a) Die Identitét fixiert jede Féarbung, d.h, | Fixy(id)| = 64.

(b) Die Drehungen um 180° Grad um die Achse durch zwei gegeniiberliegende

Seitenmittelpunkte fixieren jeweils 24 = 16 Fiarbungen.

(c) Die Drehungen um 90° oder 270° Grad um die Achse durch zwei ge-
geniiberliegende Seitenmittelpunkte fixieren jeweils 23 = 8 verschiedene

Féarbungen.

(d) Die Drehungen um 180° um die Achse durch zwei gegeniiberliegender

Kantenmittelpunkte fixieren jeweils 23 = 8 verschiedene Fiarbungen.

(e) Drehungen um 120° oder 240° Grad um die Achse durch zwei diametral

gegeniiberliegende Ecken fixieren jeweils 22 = 4 verschiedene Fiarbungen.

Mit der Burnside’schen Formel 2.1.22 erhalten wir

1
(6443-16+6-8+6-8+8-4) = 10.

X/DOV)| = 5

Es gibt also 10 verschiedene schwarz-weiff Farbungen des Wiirfels.
Losung. Wir wollen zeigen, dass
M ={o€ S, |o(n)=n}==Stg,(n)
eine maximale Untergruppe von S, ist. Dazu sei 7 € S, \ M beliebig, d.h.

7(n) # n. Wir zeigen, dass (MU{7}) = S, gilt; vgl. 2.2.4. Sagen wir 7(n) =i < n.
Es sei nun 7 € S, beliebig. Wir wollen 7 € (M U {7}) beweisen. Falls 7 € M
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liegt, ist nichts zu tun. Also nehmen wir 7 ¢ M an; es gilt also 7(n) = j < n.

Die Transposition (i j) liegt in M und es gilt
o (i j)om(n)=7"1(i) =n,

d.h., p:=71"1 j)m € M. Wir schlieRen daraus 7 = (i j)7u € (M U{7}).

L2.2.20 Losung. Esseik > 1. Gegeben sind zwei k-Tupel (my,...,my), (m},...,m}) €

N mit paarweise verschiedenen Eintrigen. Wir withlen n € N grofer als alle
vorkommenden Eintrdge my, ..., mg, m), ..., m). Insbesondere ist n > k. Da
die Gruppe S, bereits n-transitiv (und damit auch k-transitiv auf {1,...,n}
wirkt (siehe 2.2.19), finden wir eine Permuatition o € S,, mit o(m;) = m/ fir
alle i € {1,...,k}. Wir definieren nun ¢ € Sym(N) durch

o(x) fallsx<n

T falls x > n

und stellen fest, dass 6(m;) = m! fiir alle i € {1,..., k} gilt.

L2.2.24 Losung. Wir beobachten zuerst, dass die alternierende Gruppe A,, fiir n > 3

L2.3.3

transitiv auf {1,2,...,n} wirkt. In der Tat, sind ¢ # j beliebigm dann gibt es
wegen n > 3 ein Element k& € {1,...,n}\{i,7}. Der 3-Zykel (i j k) € A, bildet
1 auf 7 ab.

Es sei nun n > 4. Der Stabilisator Sta, (i) enthélt eine zu A,_; isomorphe
Untergruppe, die von den 3-Zykeln auf {1,2,... ,n}\ {i} erzeugt wird. Da diese
Wirkung transitiv ist, folgt die Behauptung aus 2.2.22.

Losung. Es seien g;, h;, k; € G;. Assoziativitat:

((gi)iel(hi)igl)(ki)igl = (gihi)ief(k’i)iel = ((gihi)k’i)ief = (gi(hik‘i))ie]
= (9i)icr(hiki)ier = (gi)iel((hi)iel(ki)iel)

Neutrales Element:

(eGi)z’EI(gi>i€I = (eGigi)ieI = (gi)iel
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L2.3.5

L2.3.8

Inverse:

(gi_l)iel(gi)iel . (gi_lgi)iel = (egq,)ier

Wir verwenden hier, dass es ausreichend ist die Existenz von links-neutralem

und links-inversen Elementen nachzuweisen; vgl. 1.1.3.

Losung. Es seien h, k € H. Dann zeigt folgende Rechnung, dass Il ein Homo-

morphismus ist:

Ha(hk) = (a;(hk))icr = (i(h)as(k))ier
= (ai(h))ier(i(k))ier = Ha(h)a(k)

Dabei verwendet man die Voraussetzung, dass alle o; Homomorphismen sind.

Losung. Es seien nun Ny, Ny, N3 drei Normalteiler von G. Zunéchst nehmen
wir an, dass N; N N; = {e} fiir alle i # j gilt (wir werden bald feststellen, dass
diese Bedingung nicht ausreicht!). In diesem Fall kommutieren die Elemente von

N; und N; paarweise; siche 2.3.6. Wir erhalten also wieder eine Abbildung
p: N; X Ny % N3 — G mit (7117712,713) — T1MoNg

die (genau wie in 2.3.7) ein Gruppenhomomorphismus ist.

Jetzt bestimmen wir den Kern von p. Es sei (nq, ng, n3) € Ker(p). Angenommen
(ny,n2,n3) ist nicht trivial, dann ist ny # e, ny # e und n3y # e. Dann gilt
ningns = e und somit insbesondere n; = ny'ny' = ny'ng' € NyNs. Sei
umgekehrt m; € Ny N NoN3, d.h., m; = maomg mit mgs € Ny und mgz € Nj.
Dann liegt (m, my*, mz") im Kern von p. Weil Ny N N3 = {e} ist, ist der Kern
von p also genau dann trivial, wenn N; N NoN3 = {e} gilt.

Nun machen wir noch eine kleine Beobachtung: Aus Ny N NoN3 = {e} folgt
bereits Ny N Ny = {e} und N; N N3 = {e}, denn Ny, N3 C Ny N3. Deshalb bietet
sich folgende Verallgemeinerung von 2.3.7 an.

Sind Ny, Ny, N3 Normalteiler von G und gilt Ny N NaN3 = NoN Ny = {e}, dann
ist die Abbildung p: N1 X Ny X N3 — G mit (ny,ng,n3) — ninsng ein injektiver
Homomorphismus von Gruppen. Falls zusdtzlich Ny NoN3 = G gilt, dann ist p

ein Isomorphismus.
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L2.3.15

L2.3.16

L2.4.11

Losung. Wir wollen zeigen, dass

- T oo

1€5(g)

einen Homomorphismus definiert. Natiirlich kann man in der Definition von 3
das Produkt auch iiber eine grofsere endliche Indexmenge laufen lassen, denn fiir
alle i € S(g) gilt g; = e und somit «;(g;) = e. Es seien g = (g;)icr, h = (hi)ies €
H G;. Offensichtlich gilt S(gh) C S(g) U S(h). Damit erhélt man

Blgh)y= [ wlgh)= J[ eilg)ei(h)

1€S(g)US(h) 1€5(g)US(h)
H a;(g;) H a;(hi) = B(g)B(h).
1€S5(g) 1€S(h)

Losung. Es seien g = (g;)ier € H/‘el G und h = (h;) € [],c; Gi. Fiir fast alle
i € I gilt g; = e und damit h;g;h; ' = e. Daher ist hgh™! € H/.el G; und somit
ist H/, G, ein Normalteiler; siehe 1.2.24.
el

Losung. (a): Um zu zeigen, dass D, von zwei Elementen der Ordnung 2 erzeugt
wird, gehen wir genauso vor wie bei den endlichen Diedergruppen Die Elemente
r = (1,1) und s = (0, —1) erzeugen D, denn (k,—1) = r¥s und (k,1) =
fiir alle £ € Z. Dabei ist s ein Element der Ordnung 2, aber r ein Element

unendlicher Ordnung. Weiter gilt die Relation srs = r~! (nachrechnen!). Wir

definieren ¢t = rs und stellen fest, dass t ein Element der Ordnung 2 ist:
t?=rsrs=rr ' =e.

Wegen r = ts gilt auch Dy, = (s, t).
(b) Fiir jedes n > 2 ist die Abbildung

pn: Doo = Do, mit  pu(k,0) = (k+nZ,d)
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ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt

onl((k, 8) (K, 8)) = pok + 6K, 68") = (k + 6K + nZ, 68')
= (k+nZ,0)(K' +nZ,8") = pu(k,0)pn(k',0").

Da p,, offensichtlich surjektiv ist, schliefen wir mit 1.3.11, dass Ds,, = D, /Ker(p,)
gilt.

L2.4.13 Losung. (a): Wir bestimmen zunéchst die Automorphismengruppe von Z. Aus
1.4.2 wissen wir bereits, dass nur die Elemente 1 oder —1 die zyklische Gruppe Z
erzeugen. Sei nun o € Aut(Z). Mit Hilfssatz 1.4.8 siecht man nun, dass entweder
a(l) =1 oder a(1) = —1 gilt. Im ersten Fall ist « die Identitét, im zweiten Fall
die Inversion; hier verwenden wir 1.4.8 (ii). Es ist also Aut(Z) = {£1} und das
nicht-triviale Element von Aut(Z) wirkt durch Inversion auf Z. Damit erhélt
man Hol(Z) = D..

(b): Die Automorphimengruppe von Z/mZ hat genau ¢(m) viele Elemente;

siehe 1.5.9. Damit ergibt sich

| Hol(Z/mZ)| = |Z/mZ| - | Aut(Z/mZ)| = mp(m).

L2.4.20 L6ésung. Um zu sehen, dass die Translationsgruppe T'(K™) isomorph zu K" ist,
betrachten wir die Abbildung

T: K" — T(K")
mit ¢: v — t,. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus, denn
Tv—i-w =T,0T,

fiir alle v,w € K™. Offensichtlich ist die Abbildung ¢ bijektiv, also handelt es

sich um einen Isomorphismus.

L2.4.22 Losung. Es sei GG eine Erweiterung endlicher Gruppen K, H, d.h., es gibt eine

kurze exakte Folge

{e} — K -G -5 H— {e}.
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abelsche, 8

einfache, 121

endlich erzeugt, 38
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Knoten, 151
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kompakt, 358
Komplement, 107
Kompositionsfaktor, 251
Kompositionsfaktoren, 250
Kompositionsreihe, 248
Konjugationsklasse, 16, 78
konjugiert

Elemente, 16
konvex, 428
Kreis, 153
kurze exakte Folge, 110

Lange eines Pfades, 417
Lamplighter-Gruppe, 180
Lemma

von Greendlinger, 445
letzter Buchstabe, 190
letzter Index, 190
linear abhéngig, 230
linear unabhéangig, 230
Linksmultiplikation, 76
Linksnebenklasse, 21

Mobius-Transformation, 77
metabelsch, 253

Metrik, 355

metrischer Raum, 355
Morphismus

von Graphen, 156

Nachbartransposition, 41
Nebenklasse, 21
Nebenklassengraph, 289
neutrales Element, 6

normale Hiille, 43

Normalform, 146, 190, 281
Normalisator, 79
Normalreihe, 244
Normalteiler, 24

maximaler, 121

Q-einfach, 249
Q-Gruppe, 241
(-invariant, 242
Q-isomorph, 241
Q-Kompositionsfaktoren, 250
-Kompositionsreihe, 248
()-Reihe, 243
offen, 356
Orbit, sieche Bahn
ordentlicher

metrischer Raum, 360
Ordnung

einer Gruppe, 8

eines Elementes, 46

p-Gruppe, 239
p-Torsionsuntergruppe, 227
Permutation, 10

disjunkt, 11
Pfad, 362
pfadzusammenhéngend, 362
Ping-Pong Lemma, 149
polyzyklisch, 184
Prasentation, 174
Priifer p-Gruppe, 229
projektiv, 148

projektive spezielle lineare Gruppe,

77, 195

Quasigedéte, 420



Quasiinverse, 379
Quasiisometrie, 377
quasiisometrisch, 377, 384
quasiisometrische Einbettung, 375
quasikonvex, 429

Querschnitt, 22

Rang, 148, 222
einer Gruppe, 38
Rechtsnebenklasse, 21
Rechtsquerschnitt, 23
reduziert, 144
Reihe, 244
charakteristische, 244
Reihen
aquivalente, 245
rektifizierbar, 417
Relation, 143
Relationen, 174
definierende, 175
Rose, 159
Rundweg, 153

Satz
von Feit-Thompson, 259
von Schwarz-Milnor, 392
Satz von Heine-Borel, 358
Schleife, 152
Schmetterlingslemma, 245
Schreier-Graph, 160
semidirektes Produkt, 102
Signatur, 55
Spaltabbildung, 110
spalten, 110
Spannbaum, 162
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spezielle lineare Gruppe, 19
Stabilisator, 78
Startpunkt, 153
einer Geodate, 363
stetig, 360
Stetigkeit, 360
subdirekt, 117
subnormal, 250
Symmetrie, 74
Symmetriegruppe, 18
symmetrische
Menge von Relationen, 440
Présentation, 440
symmetrische Gruppe, 9

symmetrisieren, 440

Teilbaum, 162
Teilgraph, 152

eines Graphen von Gruppen,

324

torsionsfrei, 193
Torsionsgruppe, 222
Torsionsuntergruppe, 227
Trager

einer Permutation, 10
Translation, 12, 109
Transposition, 40
Tripel

von Gruppen, 288

universelle Uberlagerungsabbildung,
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universelle Eigenschaft
direktes Produkt, 94
Untergruppe, 17



()-invariante, 242
charakteristische, 242
echte, 85

Kriterium, 18

maximal, 85

normale, 24

vollstandig invariante, 215
von Z, 17

unzusammenhéngend, 362

0-frei, 220

Varietat, 218

Verfeinerung, 245
echte, 248

Verfeinerungssatz, 245

Weg, 153
Wirkung, 74
auf Graphen, 157

durch Automorphismen, 100

freie, 78
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imprimitiv, 87
primitiv, 87
transitive, 78
Wort, 142
reduziertes, 144
reduziertes amalgamiertes,
281
Wortmetrik, 372
Wortproblem, 184
Wortuntergruppe, 214

Zentralisator, 78

Zentrum, 35

zerlegbare Relation, 447
zusammenhéangend, 154, 362
Zykel, 10

Zykeltyp, 53
Zykelzerlegung, 50

zyklisch, 38

zyklisch reduziert, 192
zyklisches Konjugat, 440
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