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DIESE SEITE BLEIBT FREI.



Einleitung

Ecclesiastes XII, 12.

Es ist seit altersher {iblich, Vorlesungen und Texten, in denen eine mathe-
matische Theorie ausfiihrlich abgehandelt wird, ein Vorwort voranzustellen,
das in kurzer, aber nichtsdestoweniger praziser und umfassender Weise neben
dem Inhalt auch Lehr— und Lernziele der in Rede stehenden Disziplin, wie
sie vom Autor gesehen werden, dem Horer bzw. Leser nahebringen soll. Die
Fragwiirdigkeit eines jeden solchen Versuches liegt auf der Hand: Wie kann ein
Lehrender einem Lernenden Inhalt, Gesichtspunkte, Motive und Ziele einer
Theorie bereits dann auseinandersetzen, wenn der Stoff selbst dem Lernenden
noch unbekannt ist? Wie kann man tber Dinge reden, ohne die Dinge selbst
zu kennen? So ist es nicht verwunderlich, dass solche Pridambeln in der Re-
gel nur fiir diejenigen von unmittelbarem Nutzen sein kénnen, die bereits eine
gewisse Stoffkenntnis besitzen. Der Leser wird daher immer gut beraten sein,
wenn er Einleitungen erneut und wiederholt liest, nachdem er bereits mit dem
Stoff von 3 bzw. 6 bzw. 9 bzw. allen Paragraphen (hier: i. Allg. Kurseinheiten)
vertraut ist. An einer klassischen Universitdt behauptete ein Dozent in der
ersten Stunde gern, dass die von ihm darzulegende Theorie eines Spezialgebie-
tes der Mathematik von jedem verstanden werden konnte, der nur des Horens
und Lesens fahig sei. Welche Arroganz wird durch eine solche Haltung zum
Ausdruck gebracht! Eine Vorlesung und ein Text lassen sich natiirlich immer
so aufbauen, dass nichts aus anderen Gebieten der Mathematik vorausgesetzt
und alles pedantisch bewiesen wird. Doch welche Unehrlichkeit liegt in einem
derartigen Vorgehen: es wird stillschweigend unterstellt, dass der Studierende
bereits irgendwann ein Gefiihl fiir Mathematik an sich (in der Schule oder vor-
angehenden Studien) entwickelt hat; doch es wird alles getan, dies nicht offen

zuzugeben.

Auch die klassische Funktionentheorie, d. h. die Theorie der komplex differen-
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zierbaren Funktionen einer komplexen Variablen, gehort zu den mathemati-
schen Theorien, die man weitgehend unabhéngig von allen anderen mathema-
tischen Disziplinen entwickeln kann. Doch werden wir bewusst nicht so vorge-
hen. Zwar wird dem Leser kein grofles Faktenwissen iiber reelle Analysis und
lineare Algebra abverlangt, doch ist eine gewisse Vertrautheit mit Begriffen
und vor allem mit Denkweisen der Analysis, mengentheoretischen Topologie
und linearen Algebra unabdingbar. Die Funktionentheorie ist im 19. Jahrhun-
dert aus der klassischen reellen Differential— und Integralrechnung und aus der
klassischen Algebra hervorgegangen; man sollte dies — bei allem Anspruch auf

Selbstandigkeit und Eigenleben — nie vergessen oder gar verdrangen wollen.

2. Die komplexe Funktionentheorie hat sofort nach ihrer Begriindung durch CAU-
cHY, RIEMANN und WEIERSTRASS im vergangenen Jahrhundert hochste Be-
achtung in der mathematischen Welt gefunden. So kann man etwa mutatis
mutandis in der zeitgendssischen Literatur lesen: ,Die erhabenen Schopfungen
dieser Theorie haben die Bewunderung der Mathematiker dieses Jahrhunderts
vor allem deshalb erregt, weil sie in fast beispielloser Weise die Wissenschaft
mit einer auflerordentlichen Fiille ganz neuer Gedanken befruchtet und vorher
gianzlich unbekannte Felder zum ersten Male der Forschung erschlossen haben.
Mit der Cauchyschen Integralformel und dem Weierstrafschen Potenzreihen-
kalkiil wird nicht blo das Fundament zu einem neuen Teile der Mathematik
gelegt, sondern es wird zugleich auch das erste und bis jetzt noch immer frucht-
barste Beispiel des innigen Zusammenhanges zwischen Analysis und Algebra
geliefert. Aber es ist nicht blofl der wunderbare Reichtum an neuen Ideen und
groffen Entdeckungen, welche die neue Theorie liefert; vollstéindig ebenbiirtig
stehen dem die Kiihnheit und Tiefe der Methoden gegeniiber, durch welche die
grofften Schwierigkeiten iiberwunden und die verborgensten Wahrheiten, die

Mysterien der analytischen Funktionen, in das hellste Licht gesetzt werden.“

Diesen schwérmerischen Sétzen ist auch aus heutiger Sicht wenig hinzuzufiigen.
Funktionentheorie ist nach wie vor eine mathematische Paradedisziplin; es
zeugt von der Gedankentiefe von CAUCHY, RIEMANN und WEIERSTRASS, dass
ihre nun schon mehr als 150 Jahre alten klassischen Methoden sich auch heute
noch (unmittelbar oder mit geringen Modifikationen) bei der Behandlung von

allgemeineren Problemen bewéhren.

3. Eine Darstellung der Funktionentheorie hat (wohl oder iibel) mit dem Koérper

C der komplexen Zahlen zu beginnen. Gewiss werden dem Leser komplexe
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Zahlen bereits in vorangehenden Kursen begegnet sein; wir haben nichtsdesto-
weniger im § 1 alles fiir die Funktionentheorie Wesentliche {iber diese ,,Rechen-
groflen” zusammengestellt. Einen Schwerpunkt bildet die Schreibweise einer

komplexen Zahl z € C in Polarkoordinaten, d. h. in der Form
z = rew,

wobei 7 und ¢ reelle Zahlen mit 0 < r und —7 < ¢ < 7 (oder auch 0 < ¢ < 27)
sind und e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Die Polarkoordinatendar-
stellung erlaubt es, viele Rechnungen kurz und elegant auszufiihren; dafiir muss
allerdings die Exponentialfunktion mit komplexem (genauer: imagindrem) Ar-
gument in Kauf genommen werden. Hier hat man bereits ein erstes und ty-
pisches Beispiel dafiir, dass komplexe Zahlen nur dann richtig zu verstehen
sind, wenn topologisch-analytische Fakten aus der Theorie der reellen Zahlen

bekannt sind.

Es ist heutzutage kaum noch versténdlich, welche Schwierigkeiten und Miihen
die komplexen Zahlen den Mathematikern und Philosophen in der Vergan-
genheit gemacht haben. Erst die Autoritdt von (GAUSS nahm den komplexen
Zahlen den letzten Hauch von Mystizismus und vorgeblicher Unklarheit; seine
so einfache und gerade deswegen so geniale Deutung der komplexen, oder wie
man zu jenen Zeiten viel lieber sagte, der imagindren bzw. unmdglichen Zahlen
als Punkte der Zahlenebene befreite diese fiktiven Groflen von allem Geheim-
nisvollen und Spekulativen und rdumte ihnen neben den reellen Zahlen das
,vollig gleiche Biirgerrecht* in der Mathematik ein. ,, Gaufl hat das Unmogliche
moglich gemacht® steht 1849 in einer Gliickwunschadresse des Collegium Ca-
rolinum von Braunschweig (der heutigen Technischen Universitét) an GAUSS

anlésslich seines 50—jahrigen Doktor—Jubildums.

4. Wir haben nun den Aufbau und Inhalt dieses Kurses in Kiirze zu beschrei-
ben. Wie in der reellen Analysis garantieren auch im Komplexen konvergente
Folgen und konvergente Reihen einen schier unerschépflichen Vorrat an iiberra-
schenden und nichttrivialen Sétzen. Wir behandeln diese Dinge im gebotenen
Umfange im § 2, insbesondere studieren wir ausfiihrlich die Exponentialfunkti-
on exp z und die trigonometrischen Funktionen durch ihre Potenzreihen. Neben
den aus dem Reellen geldufigen Eigenschaften ergeben sich génzlich neue, im
Reellen nicht sichtbare Aussagen iiber die Struktur dieser sogenannten elemen-

taren transzendenten Funktionen: So erweist sich z. B. die Exponentialfunktion
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als periodisch mit der rein imagindren Periode 277, weiter erhélt man mit der

allgemeingiiltigen Formel
expiz =cosz+isinz, zé€C,

einen unerwarteten Zusammenhang zwischen diesen Funktionen.

Das Prinzip, Funktionen durch konvergierende Potenzreihen zu definieren,
fithrte in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts durch KARL WEIERSTRASS
zu einer ungeahnten Ausdehnung des Feldes der speziellen Funktionen. GAUSS
hat dieses Prinzip bereits 1812 gesehen, er schreibt: ,,Die transzendenten Funk-
tionen haben ihre wahre Quelle allemal, offenliegend oder versteckt, im Unend-
lichen. Die Operationen des Integrierens, der Summation unendlicher Reihen
oder iiberhaupt die Anndherung an eine Grenze durch Operationen, die nach
bestimmten Gesetzen ohne Ende fortgesetzt werden — dies ist der eigentliche
Boden, auf welchem die transzendenten Funktionen erzeugt werden ...“ Ne-
ben dem Konvergenzbegriff ist der Stetigkeitsbegriff ein Fundamentalbegriff
der Funktionentheorie. Wir widmen diesem Begriff den ganzen § ??. Dabei
wenden wir (wie auch schon vorher im § 2) das ,,Prinzip der Vertiefung durch
Verallgemeinerung® an: Wir diskutieren alle Begriffe und Sétze, so weit dies
ohne Substanzverlust und ohne zuséitzlichen Aufwand moglich ist, fiir metri-
sche Rdume. Dieser so genannte héhere Standpunkt ist bequem und vermeidet

unerwiinschte Wiederholungen im weiteren Verlauf des Kurses.

Der gewohnliche Konvergenzbegriff ist, wie man bereits aus der Infinitesimal-
rechnung weif3, fiir viele Probleme der Analysis nicht addquat. So ist es nicht
verwunderlich, dass auch in der Funktionentheorie dem Begriff der gleichméfi-
gen Konvergenz eine zentrale Bedeutung zukommt. Die Erfahrung hat gezeigt,
dass es in der Regel geniigt, gleichméBige Konvergenz im Kleinen zu postulie-
ren. So werden wir im § ?? zum Begriff der kompakten Konvergenz gefiihrt.
Fiir kompakt konvergente Funktionenfolgen gelten ,,Erhaltungssétze® fiir Ste-
tigkeit, Integrierbarkeit und komplexe Differenzierbarkeit, die wir nach und
nach kennenlernen werden. Wir arbeiten wieder weitgehend in der Kategorie
der metrischen Raume; natiirlich ist bei der Behandlung des klassischen Abel-
schen Grenzwertsatzes im Abschnitt 7?7 die Beschrankung auf den komplexen

Zahlkorper C unerlésslich.

D. Komplexe Funktionentheorie im klassischen Sinne ist die Theorie der komplex

differenzierbaren Funktionen. Der Begriff der Differenzierbarkeit wird im § 77?7



Einleitung FT1I

wortlich so wie im Reellen eingefiihrt; der Leser wird zunéchst nicht erwarten,
dass dieser Begriff im Komplexen ganz andere Konsequenzen hat als in der
reellen Theorie. Die komplex differenzierbaren Funktionen werden durch die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen charakterisiert, die man in der

einen Differentialgleichung
af
oz
elegant ausdriicken kann. Erst nach und nach wird diese Differentialgleichung

0

ihre volle Kraft erweisen.

Unentbehrliches Hilfsmittel beim Studium der komplex differenzierbaren Funk-
tionen sind Kurvenintegrale. Als Integrationskurven lassen wir beliebige stiick-
weise stetig differenzierbare Wege in der Zahlenebene C zu. Wenngleich dem
Leser die Theorie solcher Kurvenintegrale und ihre Problematik aus der zwei-
oder mehrdimensionalen reellen Analysis bereits hinldnglich bekannt sein diirf-
te, studieren wir diese Dinge intensiv und ausfiihrlich im § ?7. Wir legen dabei

besonderen Wert darauf, die Theorie in komplexer Schreibweise darzustellen.

Die Frage nach der Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen ist das Leitmotiv
des § ?7. Wir haben uns mit den Begriffen ,,integrabel“ und ,,Stammfunktion*

auseinanderzusetzen.

6. Die §§ 1-?7?7 werden einem Leser, der mit der zwei—dimensionalen reellen Diffe-
rential- und Integralrechnung vertraut ist, nichts echt Neues geboten haben.
Es konnte sogar beim einen oder anderen der Verdacht entstanden sein, dass
lediglich eine neue Terminologie fiir an sich wohlbekannte Tatsachen eingefiihrt
worden ist. Durch den § 7?7, der dem Cauchyschen Integralsatz und der Cauchy-
schen Integralformel vorbehalten ist, werden alle etwaigen Spekulationen sol-
cher Art entkraftet: Es ist und bleibt fiir jeden, der ein gesundes mathema-
tisches Empfinden hat, nahezu ein Wunder, dass fiir komplex differenzierbare
Funktionen die Integralformel

f(z)zi/ &dg, ze€A,
211 Joa € — 2
besteht, mit der die Werte der Funktion in allen Punkten z aus dem Inneren
eines Kreises A durch die Werte dieser Funktion auf dem Kreisrand 0A al-
lein ausgedriickt werden. Zu dieser Aussage gibt es in der Theorie der reellen
differenzierbaren Funktionen keinerlei Analogon; entsprechend wird man auch
erst nach und nach die volle Tragweite der obigen Cauchyschen Integralformel

wiirdigen.
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Unentbehrliches Hilfsmittel zur Herleitung der Cauchyschen Integralformel ist
der Cauchysche Integralsatz, den wir mit einer eleganten Bisektionsmetho-
de gewinnen. Vom Inhalt und von der Bedeutung her bildet der § ?7 einen

Schwerpunkt dieses Kurses.

Man kann mit guten Griinden den Standpunkt einnehmen, dass alle nichttri-
vialen und interessanten Sétze der komplexen Funktionentheorie Folgerungen
aus der Cauchyschen Integralformel sind. Es wiirde in dieser Einleitung zu weit
fithren, nun im Einzelnen nacheinander die wichtigen Aussagen, die sich aus
der Integralformel herleiten lassen, zu kommentieren. Andeutungen miissen
hier geniigen. So erhélt man z. B. sofort ein Maximumprinzip fiir komplex dif-
ferenzierbare Funktionen, mit dessen Hilfe in wenigen Zeilen der beriihmte
Fundamentalsatz der Algebra abgeleitet werden kann. Der Fundamentalsatz
der Algebra besagt, dass jedes komplexe Polynom p € C[z] von positivem
Grad mindestens eine komplexe Nullstelle besitzt; der erste strenge Beweis fiir
diesen Existenzsatz wurde 1799 von GAUSS in seiner Helmstedter Dissertation

gegeben.

7. Der systematische Aufbau der Funktionentheorie fithrt von der Cauchyschen
Integralformel geradlinig zum Satz von der lokalen Entwickelbarkeit aller kom-
plex differenzierbaren Funktionen in konvergente Potenzreihen (Taylorreihen).
Dieses Thema bildet den Kernpunkt des § ??. Da konvergente Potenzreihen
stets auch komplex differenzierbare Funktionen représentieren, so gewinnt man
jetzt auf einmal die unerwartete Erkenntnis, dass differenzierbare Funktionen
und konvergente Potenzreihen im Komplexen ein— und dasselbe sind; dies fiihrt
zum sogenannten Weierstraf3’schen Standpunkt, demzufolge die ganze Funk-
tionentheorie allein mittels konvergenter Potenzreihen begriindet werden kann.
Da wie im Reellen die Ableitungen konvergenter Potenzreihen wieder konver-
gente Potenzreihen sind, so ergibt sich nun auch iiberraschend, dass jede einmal
komplex differenzierbare Funktion automatisch unendlich oft komplex differen-

zierbar ist.

Der § ?? triigt die Uberschrift ,, Fundamentalsétze iiber holomorphe Funktio-
nen“. Wir behandeln hier u. a. den Identitétssatz, den Riemannschen Fortset-
zungssatz, den Satz von MORERA, die Cauchyschen Ungleichungen fiir Taylor-
koeffizienten und den Satz von LIOUVILLE. Der Satz von LIOUVILLE fiihrt zu
einem zweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, der durch besonde-

re Kiirze und Eleganz besticht. Die Sétze des § 77 sind sdmtlich Preziosen aus
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der groflen Zeit der Funktionentheorie; sie haben auch in der Gegenwart noch

nichts von ithrem Glanz und ihrer Faszination verloren.

Auch fiir Ableitungen komplex differenzierbarer Funktionen, die wir nun auch
holomorphe Funktionen nennen, gelten Cauchysche Integralformeln:
f(k)(z):k—!,/ M, zeA, k=1,23,...
21 Jon (¢ — 2)FH
Wir gehen auf diese Formeln im § ?? ausfiihrlich ein und beleuchten sie von
verschiedenen Gesichtspunkten, u. a. besprechen wir den allgemeinen Vertau-
schungssatz von Differentiation und Integration, der letztlich hinter diesen For-

meln steht.

Uber das Werteverhalten holomorpher Funktionen lassen sich sehr prézise Aus-
sagen machen. So beweisen und diskutieren wir im § ?? den Offenheitssatz (=
Satz iiber die Gebietstreue) und Umkehrsétze, des Weiteren geben wir fiir jede

nichtkonstante holomorphe Funktion lokal eine Normalform an.

Dem Studium der Singularitdten holomorpher Funktionen hat seit jeher das
besondere Interesse der Funktionentheoretiker gegolten. Wir untersuchen im §
77?7 extensiv das Verhalten holomorpher Funktionen in der Umgebung isolier-
ter Singularitdten. Wir charakterisieren Pole und wesentliche Singularitdten
durch das Wachstumsverhalten der Funktion. Die Cauchysche Integralformel
fiir Kreisringe fithrt zum Laurentschen Entwicklungssatz, der die natiirliche

Verallgemeinerung des Taylorschen Entwicklungssatzes ist.

8. Die Giiltigkeit der Cauchyschen Integralformel ist nicht auf Kreisscheiben und
Kreisringe beschriankt. Man kann vielmehr fiir beliebige geschlossene Wege W
eines Bereiches U C C, deren Inneres I(W) ganz in U liegt, eine Integralformel
fiir alle in U holomorphen Funktionen aufstellen:

1
1w = [ Sac ceviw;
hierbei ist I(W, z) eine ganze Zahl, die nur von W und z abhéngt (Umlaufzahl).
Die Einzelheiten hieriiber finden sich im § 7?7, dabei ist die Diskussion grund-
legender Begriffe der algebraischen Topologie wie ,,nullhomolog® und , nullho-
motop“ unerldsslich. Als natiirliche Verallgemeinerung der Cauchyschen In-
tegralformel und des Cauchyschen Integralsatzes beweisen wir im § 7?7 die

Residuenformel

L pdc= ST 1w, ayres(fa),

2mi Jw a€I(W)
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die zur Berechnung von Kurvenintegralen in vielen Féllen hervorragend geeig-

net ist.

9. Die in den vorangehenden Abschnitten 4. — 8. in Kiirze dargelegte Inhaltsan-
gabe dieses Textes macht klar, dass dem Leser mit dem Kurs , Funktionen-
theorie I eine Fiille von klassischer Mathematik angeboten wird. Wie soll
man (im stillen Kémmerlein) vorgehen, um diesen Stoff zu verarbeiten und
zu bewiltigen? Es ist immer ein gefahrliches Unterfangen, allgemeine Thesen
dafiir aufstellen zu wollen, wie man ,,am besten* eine mathematische Theorie
erlernen kann. Es gibt keinen Konigsweg. Eine Methode, die fiir den einen op-
timal ist, wird fiir den anderen erfolglos bleiben. Die Leser dieses Skriptums
werden gewiss durch die Lektiire von Texten vorangehender Studienjahre be-
reits eigene Erfahrungen gesammelt und fiir sich selbst ein Arbeitskonzept

entwickelt haben.
Dennoch seien hier zwei Thesen gegeniibergestellt:

1. Vorrangig ist das Verstdndnis der Begriffe und Sétze; nachrangig sind die
Beweise der Sitze.

2. Séatze hat man nur dann verstanden, wenn man ihre Beweise voll erfasst
hat.

Diese beiden Prinzipien, die immer wieder zu Diskussionen Anlass geben, las-
sen sich in der Praxis gut miteinander vereinbaren. So ist es sehr wohl moglich
(und nichts Negatives), in einem Paragraphen mit einem Satz aus einem friiher-
en Paragraphen zu arbeiten, dessen Beweis man noch nicht verstanden hat;
man lernt auch Neues durch Repetition, plotzlich versteht man etwas, das lan-
ge Zeit unversténdlich schien. Letzten Endes sollte man jedoch nicht eher Ruhe
geben, bis man jeden Beweis wirklich verstanden hat (was nicht bedeutet, dass

man mit einem Satz auch stets seinen Beweis présentieren kann).

Zur Vertiefung dieses Studientextes sollen noch einige Lehrbiicher empfohlen
werden. Wir haben es bewusst unterlassen, Zitate und Verweise auf Litera-
turstellen in den laufenden Text aufzunehmen. Die Zeitschriftenliteratur zur
klassischen Funktionentheorie ist unerschopflich, selbst die Lehrbuchliteratur
ist in den letzten Jahren nahezu uniiberschaubar geworden. So geben wir le-
diglich acht Biicher an.

AHLFORS, LARS V.: Complex Analysis. McGraw—Hill, New York, 3. ed. 1979

10
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BEHNKE, H. U. SOMMER, F.: Theorie der analytischen Funktionen einer kom-
plexen Verdnderlichen. Springer, Berlin — Heidelberg — New York, Stu-
dienausgabe der 3. Auflage 1976

CARTAN, H.: Elementare Theorie der Analytischen Funktionen einer oder meh-
rerer komplexen Verdnderlichen. BI-Hochschultaschenbiicher 112/112a,
Bibliographisches Institut, Mannheim 1966

ConwAy, JOHN B.: Functions of one complex variable I. Graduate Texts in
Mathematics, Bd. 11, Springer, New York — Heidelberg — Berlin, 2. ed.
1978

HEINS, M.: Complex Function Theory. Academic Press, New York 1969

HurwiTz, A.: Vorlesungen tiber Allgemeine Funktionentheorie und FEllipti-
sche Funktionen. Grundlehren der Math. Wiss. Bd. 3, Springer, 5. Auf-
lage 2000

NEVANLINNA, R. U. PAATERO, V.: Einfihrung in die Funktionentheorie.
Birkh&user, Basel u. Stuttgart 1965

REMMERT, R. U. SCHUMACHER, G.: Funktionentheorie 1. Springer, 5. Auf-
lage 2002

Die Biicher 2, 3, 4 sind preisgiinstige Paperback-Ausgaben; das Buch 6 ist ein
klassischer Hit.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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§ 1

Der Korper C der komplexen
Zahlen

1.1 Einfithrung der komplexen Zahlen

1.2 Der Automorphismus = : C - C, z+— 2

1.3 Bewertung des Korpers C

1.4 Losbarkeit quadratischer Gleichungen in C

1.5 Metrisierung und Topologisierung des Korpers C

1.6 Polarkoordinaten

1.7 FEinzigkeit von C

1.8 Komplexe Zahlen in der elementar-zahlentheoretischen Geometrie

Den meisten Kursteilnehmern diirfte der Korper C der komplexen Zahlen
nebst seinen wesentlichen Eigenschaften bereits bekannt sein. Nichtsdesto-
weniger werden wir in diesem ersten Paragraphen die komplexen Zahlen ab
ovo einfithren und eingehend diskutieren. Wir legen besonderen Wert darauf,
,komplex zu rechnen® und werden nur, wenn es unumgénglich ist, zu Real- und
Imaginérteil ibergehen. Wir besprechen en detail die Losbarkeit quadratischer
Gleichungen im Komplexen; weiter gehen wir ausfiihrlich auf Polarkoordinaten
ein. An dieser Stelle sei aulerdem noch darauf hingewiesen, dass wir das Wort

Korper in diesem Kurs nur im kommutativen Fall verwenden.

13
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1.1.1

1.1.2

1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen

Ausgangspunkt ist der aus der linearen Algebra und der Infinitesimalrechnung
wohlbekannte zwei—dimensionale reelle Vektorraum R? der geordneten reellen
Zahlenpaare (z,y), in dem Addition und skalare Multiplikation komponenten-

weise definiert sind:

(1,01) + (x2,42) = (@1 + 22,01 +12), 7(x,y) = (ra,ry) .

Eine fundamentale Erkenntnis der Mathematik des 18. Jahrhunderts war, dass
man zwischen diesen Zahlenpaaren zusétzlich noch eine Multiplikation so er-

klaren kann, dass ein Koérper mit bemerkenswerten Eigenschaften entsteht.

Definition

Fiir alle Paare (x1,11), (72, y2) € R? sei
(1, 91) - (T2, Y2) == (2172 — Y12, T1Y2 + Tay1) -

Wir schreiben abkiirzend durchweg z := (z,v), z, := (z,,v,), v = 1,2,... Man

rechnet unmittelbar nach, dass fiir alle z;, 29, 23 € R? stets gilt

—  Kommutativgesetz: 2129 = 2921,

—  Assoziativgesetz: z1(2923) = (2122)23,

—  Existenz der Eins: ez = ze = z mit e := (1,0),
—  Distributivgesetz: z;(z2 + 23) = 2122 + 2123.

Damit konnen wir als ersten Satz formulieren (und zugleich definieren):

Satz
Der Vektorraum R? ist beziiglich der Vektoraddition und der obigen Multiplika-
tion ein kommutativer Ring mit Finselement e. Er heifit Ring der komplexen

Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Fiir jeden kommutativen Ring R mit Einselement e interessiert die Frage,
welche Elemente Finheiten in R sind; dabei heifit z € R eine Einheit in R, wenn

1

2 ein Inverses 2~ € R besitzt, d. h. ein Element 27! mit 227! = 27! = e. Fiir

komplexe Zahlen ist dies einfach zu entscheiden: Ist z = (z,y) € C vorgegeben

und soll 2/ = (z/,y') invers zu z sein, so muss nach Definition der Multiplikation

(1,0) = (z,y) - (=", ¢) = (x2’ — yy/, 2y’ + ya')
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1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen FT1I

1.1.3

1.14

1.1.5

gelten, d. h.
xx' —yy =1, ya' +ay =0.

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem (mit Koeffizienten z, y und
Unbekannten z’,¢); nach bekannten Sétzen der linearen Algebra gibt es genau
dann eine eindeutig bestimmte Losung, wenn die ,Determinante”, d. i. im
vorliegenden Fall die reelle Zahl 22 + 2, nicht verschwindet. Alsdann ist

/ x / -y

Xr =  —/—/—/—m/ = —_—
I.2_|_y27 Y x2+y2

die Losung des Gleichungssystems. Da 22 + y? # 0 genau dann gilt, wenn
z = (z,y) # 0, so sehen wir, dass in C jedes Element # 0 eine Einheit ist. Dies
bedeutet:

Satz
Der Ring C der komplexen Zahlen ist ein Korper. Fir z = (x,y) # 0 ist

1. T —Y
: x2+y2 ’ $2+y2

das Inverse zu z.

Bemerkung
Die dem Satz 1.1.3 vorangeschickten Bemerkungen fiithren zwingend zur expli-

1

ziten Formel fiir 27", zum Beweis des Satzes sind sie aber keineswegs notig.

1

Hat man erst einmal die explizite Formel fiir 2~ angeschrieben, so verifiziert

man einfach durch Nachrechnen die gemachte Behauptung.

Es gibt eine nahe liegende Moglichkeit, jede reelle Zahl als komplexe Zahl
aufzufassen. Wir betrachten die Abbildung

t:R—C, r~(r,0).
Dann verifiziert man unmittelbar:

Satz
Die Abbildung ¢ : R — C ist ein Korpermonomorphismus, d. h. v ist injektiv
und fiir alle z,x' € R gilt

(e —2")=uz)—u(2'), x-2")=1ux) ().
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1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen FT1I

1.1.6

Wir identifizieren fortan die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0). Da-
durch wird R eine Teilmenge von C, genauer: ein Unterkérper von C. Wir
schreiben entsprechend 1 statt (1,0). Traditionsgemaf benutzen wir weiter die

seit Euler iibliche Notation
i:=(0,1)eC.
Man nennt ¢ haufig die imagindre FEinheit von C; es gilt
i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Wir erhalten nun fiir jede komplexe Zahl z = (x,y) folgende eindeutige Zerle-
gung:

z=(x,y) = (,0)+ (0,y) =2 - (1,0) + (0,1) -y = x + iy

Dies ist die klassische und allgemein gebriduchliche Schreibweise fiir komplexe

Zahlen, die auch wir im Folgenden durchweg benutzen werden.

Definition (Realteil, Imaginirteil)
Fiir jede komplexe Zahl z = x + 1y, x,y € R, setzt man

Rez:=2z, Imz:=y.

Man nennt Re z den Realteil und Im z den Imagindrteil von z. Man nennt z

reell bzw. rein imagindr, wenn z = Re z bzw. z = iIm 2 ist.

Zwei komplexe Zahlen z, 2’ sind genau dann gleich, wenn gilt
Rez=Rez und Imz=Imz".
Die beiden Abbildungen

Re:C—R, z+— Rez,

Im:C—-R, z+—Imz,

sind R-linear (respektieren aber nicht die Multiplikation!).

Man veranschaulicht sich die komplexen Zahlen geometrisch am besten in der
Gaufischen Zahlenebene (Figur 1-1); die Addition zweier komplexer Zahlen
wird dann die {ibliche Vektoraddition (Parallelogrammregel, Figur 1-2). Eine
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1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen FT1I

geometrische Interpretation der Multiplikation zweier komplexer Zahlen wer-
den wir im Abschnitt 1.6 angeben (Satz 1.6.3).

1yt imaginére Achse wyt
A2+ Zz
-~ /
-7 /
2" /
/
. _ . /
WheE------- z1 =21+ 1) /
\ //
‘ /
‘ /
! /
‘ z
|
\
l > >
T x x
reelle Achse
Figur 1-1 Figur 1-2

Die Multiplikation komplexer Zahlen wird vollstdndig beherrscht durch die
eine Gleichung > = —1. Daraus flieit automatisch, wenn z; = x; + iy; und

Zo = Ty + 1YYy ist:
2129 = (21 + iy1) (w2 + i) = (122 — Y1y2) + i(T1y2 + T2u1) -

Fiir jeden Korper, speziell also fiir C, gilt die binomische Formel:

(a+b)”zz<n)a”_”b”, a,beC,n=12,...;

14
v=0

dabeil bezeichnen (’Z) die Binomialkoeflizienten

()il (3)

Fiir jeden Koérper, somit speziell fiir C, gilt die Summenformel der endlichen

geometrischen Reihe:

1— +1
Zz 1Z firalle z2€C, z# 1 und allen=20,1,2,...
—z

Fiir jeden Korper K ist die Menge K* := K \ {0} eine Gruppe bzgl. der
Multiplikation. Wir sprechen daher von der multiplikativen Gruppe C* der

komplexen Zahlen.
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1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen FT1I

1.1.7

Im Korper R gibt es kein Element r mit 7> = —1 (alle reellen Zahlen # 0
haben positive Quadrate). Wir konnen alle komplexen Zahlen angeben, deren
Quadrat —1 ist.

Satz
Es gibt genau zwei komplexe Zahlen z, ndmlich z = 1 und z = —1i, mitl
22 =—1.
Beweis:
Sei z = x + iy so beschaffen, dass gilt 22 = —1. Dann ist also
—1 = (z +iy)* = 2* —y* + 22y,
d. h.

?—y*=—-1 und 22y =0.
Die zweite Gleichung erzwingt y = 0 oder x = 0. Der Fall y = 0 ist nicht

moglich, da sich dann die erste Gleichung auf 22 = —1 reduziert und nicht
reell 16sbar ist. Es muss also x = 0 gelten. Dann folgt —3? = —1, d. h. 4% = 1,
d. h. y = £1. Wir sehen, dass nur z = 4i die Gleichung 2? = —1 16sen kann.
Da in der Tat (4i)* = (+1)%? = —1, so ist Satz 1.1.7 bewiesen. O

Wir wollen noch eine zweite Beschreibung des Koérpers C der komplexen Zahlen
angeben. Dazu betrachten wir den nichtkommutativen Ring R®?) der reellen
(2,2)-Matrizen. Wir definieren wie folgt eine Abbildung:

6:C— RZY z:x+iy|—>< * y).
6 ist injektiv, fiir alle z, =z, + 1y, € C, v = 1,2, gilt
1+ + x X
9(21 i z2) _ 1 2 Y1 T Y2 _ 1 U i 2 Y2
—Y1 — Y2 T1+ Ty —Y1 T —Y2 T2
= 0(z1) + 0(z)

und weiter

o) - 0(zs) = ( o )(_y y)

T1T2 — Y1y T1Y2 + Y122
—Y1T2 — T1Y2 —Y1Y2 + T1T2

= O((z122 — 113p) + i(21Y2 + 1122)) = 0(2122).

18



1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen FT1I

SchlieBllich ist noch:

9(1):(3 2) 9(@):(_01 é)

Insgesamt ist damit gezeigt:

1.1.8 Satz

Die Menge aller reellen (2,2)-Matrizen der Form Y

beztiglich der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation ein Korper, der iso-

, r,y € R, ast

morph zum Kdérper C der komplexen Zahlen ist.

1.1.9 Aufgabe

L Bestimmen Sie Realteil und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:

1+ (1+i

4
T ﬂ) Zon = (140" + (1 — i)™, n=1,2,...
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1.2 Der Automorphismus = : C - C, z+— Z FT1I

1.2.1

1.2 Der Automorphismus ~:C - C, z— 2

Der Korper R der reellen Zahlen besitzt aufler der Identitiat keinen Automor-
phismus; es gilt also der folgende Satz, dessen Beweis den Losungshinweisen

als Nachtrag angefiigt ist:
Jede bijektive Abbildung o : R — R mit a(1) = 1, die fir alle z,2" € R die
Rechengesetze

alr+12')=alz) +alz), alz-2')=a(x) alx)

erfillt, ist die Identitdt.

Im Gegensatz hierzu besitzt der Kérper C der komplexen Zahlen ,viele* Au-
tomorphismen # id. Unter diesen Abbildungen ist eine besonders wichtig. Um
sie zu beschreiben, fiihren wir zunéchst den Begriff der konjugiert komplexen
Zahl ein.

Definition (konjugiert komplexe Zahl)
Sei z=x+1iy € C mit x,y € R. Dann heifit

Zi=x—1y
die zu z konjugiert komplexe Zahl.

In der GauBschen Zahlenebene gewinnt man z aus z durch Spiegelung an der
reellen Achse (Figur 1-3).

1yt
iyl ********* 21
\
\
\
\
\
‘ >
Al T
\
\
\
\
\
gy - 7
Figur 1-3
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1.2 Der Automorphismus = : C - C, z+— Z FT1I

1.2.2

Offenbar gilt 2z = Z genau dann, wenn z reell ist. Ferner gilt z = —% genau
dann, wenn z rein imaginéar ist. Weiter gewinnt man aus Definition 1.2.1 sofort

folgende Gleichungen:

1 1
Rez:é(z—l—g), Imz:Q—Z_(z—E).

Wir zeigen nun:

Satz
Die Abbildung ~— : C — C, z +— Z ist ein involutorischer Automorphismus des
Kérpers C, d. h. ~ ist bijektiv und fir alle z1, 2o € C gilt

21t 20=21+2, Z21-22=21"22, 1=21.

Beweis:
Sei z, = x, +1y,, v = 1,2. Dann gilt z7 = 1 — 1y; = T2 — 1ys = Z3 genau
dann, wenn x; = x5 und y; = ys, d. h. wenn z; = z5. Es handelt sich folglich

um eine injektive Abbildung. Fiir alle z; € C gilt ferner

1 =21 — W1 = T1 + Y1 = 21;

daher ist die Abbildung ~ involutorisch und insbesondere surjektiv (ein Urbild

von zp ist Z1!). Weiter folgt durch Rechnen

2+ 2 (1 + 22) + (Y1 + y2) = 21 + 22 — i(Y1 + 12)
= (z1—ip) + (w2 —itp) =21 + 22,
Z1 22 = (11w — y1y2) + (@12 + T2y1)
= (2172 — 11y2) — i(T1y2 + T241)
= (x1—iy1)(wy —iys) = %1 - 23 d

Da eine komplexe Zahl z genau dann mit ihrer konjugierten Zahl Z {iberein-

stimmt, wenn sie reell ist, so konnen wir noch zusétzlich sagen:

Die Fizpunktmenge {z € C : Z = z} der Abbildung ~ : C — C ist der Korper
R.

Wir nennen die Abbildung ~ : C — C die kompleze Konjugation und beweisen
folgenden Eindeutigkeitssatz.
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1.2 Der Automorphismus = : C - C, z+— Z FT1I

1.2.3 Satz
Es sei ¢ : C — C ein Korperendomorphismus, der R C C elementweise fest
lasst. Dann gilt
p=1id oder ="

Beweis:
Fiir jedes z = z+iy € C, z,y € R, gilt p(z) = x, p(y) = y nach Voraussetzung
und folglich

p(z) =z + i)y

Wegen i2 = —1ist —1 = p(—1) = ¢(i*) = ¢(7)?. Nach Satz 1.1.7 folgt (i) =i
oder (i) = —i. Im ersten Fall ist ¢(z) = 2z, d. h. ¢ = id; im zweiten Fall ist
o(z)=2z,d. h. p=". O

Kein Geringerer als RICHARD DEDEKIND, der zur Begriindung der reellen In-
finitesimalrechnung die berithmten ,,Dedekindschen Schnitte“ einfiihrte, hat
noch zu Beginn des 20. Jahrhundert (1901) geglaubt, dass ,die Zahlen des re-
ellen Korpers R so unloslich miteinander verbunden zu sein scheinen, dass der
Korper C aller Zahlen nur die beiden Automorphismen id und ~ besitzt*. In-
zwischen weifl man, dass es unendlich viele verschiedene Automorphismen von
C gibt (die dann notwendig R nicht in sich abbilden). Man konstruiert solche
Automorphismen unter Heranziehung des Auswahlaxioms, explizit gesehen hat

noch niemand solche Automorphismen.
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1.3 Bewertung des Korpers C FTI

1.3.1

1.3 Bewertung des Korpers C

Fiir jede komplexe Zahl z = x + 7y ist
2z = (¢ +iy)(z —iy) = 2° +y°

eine nicht negative reelle Zahl. Damit ist, da jede reelle Zahl > 0 genau eine

reelle Quadratwurzel > 0 hat (vgl. auch 1.4), folgende Definition sinnvoll:

Definition (Betrag)
Fiir jedes Element z = x + 1y € C heif§it

|z| :=4+V2Z = +y/22 + 2

der Betrag von z .

Da |z|*> = 2? + 42, so ist der Betrag von z nichts anderes als der Abstand
des Punktes z vom Nullpunkt 0 der Gaufschen Zahlenebene beziiglich der
gewohnlichen euklidischen Metrik (Satz von PYTHAGORAS). Fiir festes r > 0
ist die Menge aller z € C mit |z| = r die Peripherie des Kreises vom Radius
r um 0. Fiir reelle Zahlen z € R stimmt |z| mit dem Betrag fiir reelle Zahlen
iiberein. Fiir alle z € C gilt

2| = =],

Mittels des Betrages von z und der zu z konjugierten Zahl kann man das

1

Inverse 27" von z in eleganter Weise ausdriicken.

Fiir alle z € C* gilt
1 z

TR

denn es gilt |z|> = 2Z.
Wir zeigen weiter
|21+ 22|* = |21)? + |22|* + 2Re(217,)  fiir alle 2,2, € C.
Beweis:
Es gilt

‘21 + 22’2 = (21 + ZQ)(Zl -+ 22)
= (a1 +22)(z1 +22)

= 2121 + 2929 + 2125 + 29Z7 .
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1.3 Bewertung des Korpers C FTI

1.3.2

Da 21721 = |21]%, 2222 = |22]? und

1
(2172 + 2172) = 5 (2172 + Z122),

DN | —

Re z1z5 =
ist, folgt die Behauptung. O

Aus der Definition des Betrages ergeben sich unmittelbar folgende Ungleichun-
gen:
—|z| <Rez < |z], —lz| <Imz <|z].

Wir heben nun drei fundamentale Rechenregeln fiir die Betragsfunktion durch

einen Satz hervor.

Satz
Fiir alle z, 21,z € C gilt

BO. |z| >0,
2| =0 <= 2 =0.
Bl. |z1- 2| =|z1| - |22|  (Produktregel).
B2, |z 4+ 2| < |z1| + 22| (Dreiecksungleichung).

Beweis:
zu B0.: Es gilt 2z = 0 genau dann, wenn z = 0 oder Z = 0, d. h. wieder z =0
ist.

zu B1l.: Nach Definition des Betrages ist
|2122’2 = (2122)(Z1%2) = 212071 22 = (2171)(22%2) = ‘21‘2122‘2-

Zieht man die Quadratwurzeln, so erhélt man die Behauptung.

zu B2.: Wir haben bereits gesehen:

|21 + 22|* = |21|* + |22]* + 2Re(2172) -
Da stets Re z < |z ist, so folgt

Re(z1%2) < [a172] = |21| [22] = |21 [22] -
Damit ergibt sich

21+ 22 < |21 + |22 + 2|21 |22] = (Ja1] + |22])°.
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1.3 Bewertung des Korpers C FTI

1.3.3

Wurzelziehen ergibt die Behauptung. O

Eine wichtige Folgerung aus der Produktregel B 1. ist die Quotientenregel

:% firalle 2z € C, 20 € C*.
22

21

22

Beweis:
Aus 29 - i = 1 folgt nach B 1.

1 1 1
1:|1]:z2'—’:]22|~‘—, also |—|=-—.
22 Z2 22 |2
Hiermit folgt, wieder nach B 1.
z 1 1 z
—1:zl-—:\z1|-'—‘:|211-—:—1‘. O
<2 <2 22| |22
Wegen |z| = |Z| sehen wir speziell
ézle fiir alle z e C*.
z z

Die Dreiecksungleichung wird héufig auch in folgenden Varianten als eine
,Abschétzung nach unten® benutzt:
|21 + 22| 2 |[21] — [22]]

fur alle z,2, € C.
|21] > [22] = |21 — 22| ’

Der Leser leite (wie im Reellen) diese Ungleichungen aus B 2. her.

Die Situation des Satzes 1.3.2 kommt in der Mathematik so haufig vor, dass

man dafiir eine besondere Redeweise einfiihrt.

Definition (bewerteter Kérper, Bewertung)

FEin Korper K, fir dessen Elemente z ein Betrag |z| € R definiert ist, sodass
die Figenschaften B 0., B 1., B 2. aus Satz 1.5.2 gelten, heifit ein bewerteter
Kérper. Die Betragsfunktion | |: K — R heifit eine Bewertung auf (von) K.

Die Korper Q und R der rationalen und der reellen Zahlen sind bewertete

Korper. Satz 1.3.2 kann jetzt so reformuliert werden:
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1.3 Bewertung des Korpers C FTI

1.3.4

1.3.5

Satz
Auf dem Koérper C wird durch

| |:C =R, zm|z|:=4+V2Z

eine Bewertung definiert. Diese Bewertung ist eine Fortsetzung der Bewertung
von R durch den Absolutbetrag.

Der Korper R der reellen Zahlen ist auch ein angeordneter Korper, d. h. fiir

jedes r € R gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:

Al. r>0, r=0, —r>0;

dabei gilt folgende Regel fiir das Rechnen mit Ungleichungen:
A2. Ausr > 0wund r' >0 folgt r + 1" >0 und rr' > 0.

(Kurz: Summe und Produkt positiver Zahlen sind positiv.)
Man beweist dann in der Infinitesimalrechnung lediglich mittels A 1. und A 2.:
Fiir jede reelle Zahl v # 0 gilt * > 0.

Man wird fragen, ob sich (etwa in Analogie zur Betragsfunktion) diese Anord-
nung auf C fortsetzen lédsst, d. h. ob man auch zwischen komplexen Zahlen
eine Relation ,,>* so erkldren kann, dass A 1. und A 2. gelten und dass diese
Relation auf R C C mit der iiblichen Anordnung iibereinstimmt. Die Antwort

ist negativ. Es gilt sogar eine viel stiarkere Aussage:

Satz

Der Kérper C kann (iberhaupt) nicht angeordnet werden.

Beweis:

Angenommen, man hétte eine Anordnungsrelation > auf C. Dann miisste fiir
jedes z # 0 (wie im Reellen) 2% > 0 gelten. Dann wiire auch i* > 0, also auch
0 =12+ 12 > 0, was absurd ist. O

1.3.6 Aufgabe

L

(a) Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n, fiir welche gilt
2= (140" + (1 — )" = 0.

Berechnen Sie |z,| fiir alle n.
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1.3 Bewertung des Korpers C FTI

(b) Seien a € C*, b € C vorgegebene Zahlen. Beschreiben Sie die Menge

L= {ze@:lm(z_b> :O}.
a
1.3.7 Aufgabe

L Bestimmen Sie alle z € C mit Rez = |z|.

1.3.8 Aufgabe
L Zeigen Sie, dass fir alle zy, 2o, wy, we € C gilt (Lagrangesche Identitét):

|11 + 2owa|” = (|21 + [22f*) (Jwn]* + [wa]?) — |12 — 20w [

27



1.4 Losbarkeit quadratischer Gleichungen in C FT1I

1.4.1

1.4 Losbarkeit quadratischer Gleichungen
in C

In der Infinitesimalrechnung wird bekanntlich gezeigt:

Zu einer reellen Zahl r gibt es genau dann eine reelle Zahl s mit s> = 7, wenn r
nicht negativ ist. Falls 7 = 0 ist, so ist s := 0 die einzige reelle Zahl mit s* = 0.
Falls » > 0 ist, so gibt es genau eine positive reelle Zahl s mit s> = r; man
schreibt s = /r. Alsdann ist —s die einzige weitere reelle Zahl, deren Quadrat

ebenfalls 7 ist.
Man driickt dies auch so aus, dass man sagt:

Aus einer negativen reellen Zahl ldasst sich keine reelle Quadratwurzel ziehen;
eine positive reelle Zahl hat genau zwei verschiedene (sich im Vorzeichen un-

terscheidende) reelle Quadratwurzeln.

Im Komplexen lassen sich stets Quadratwurzeln ziehen, wir zeigen genauer:

Satz
FEs sei 0 # c:=a+1ib, a,b € R eine vorgegebene komplexe Zahl. Dann gibt es
genau zwei verschiedene komplere Zahlen 21,z € C mit 23 = 23 = ¢; z; und

29 heiffen die Quadratwurzeln aus c. Es gilt

1 b 1
21 = \/§(a+|C|)+im 5(—a+\c|), z=—z, fals b#0,
e, 2

21 = /|, = —21, falls b=0, a>0,
21 = /e, zg=-—2z, falls b=0, a<0.
Beweis:

Es sei z = z + iy eine Wurzel aus ¢, also 22 = ¢. Dann gilt
(v +iy)? =2 —y* +i2vy = a+ib.

Diese eine komplexe Gleichung ist dquivalent zu folgendem System reeller Glei-

chungen
(%) v —y*=a und 2xy=0>.

Da |c| = |z|*> = 2% + y?, so folgt sofort (durch Addition zur bzw. Subtraktion
von der ersten vorhergehenden Gleichung)

1
*==(a+|c)) und y*=

: (~a+1el).

N | —
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1.4 Losbarkeit quadratischer Gleichungen in C FT1I

1.4.2

Da a = Rec ist, so gilt stets £a + |c| > 0, daher existieren die reellen Zahlen

1 1
3::\/§(a+|c|)20 und t::\/§(—a+|0|)20'

Die moglichen Losungen der Gleichung 2% = ¢ sind somit unter den vier Kom-
binationen

!/

r=c¢c¢s, y=¢ct, e==+1, & =41,
zu suchen.

Wir erledigen nun zunéchst den Fall b = 0, d. h. ¢ = a. Ist a > 0, so ist
lc| = a und also s = /|c|, t = 0. Dann sind nur die zwei Fille 2 = s,
y =0, d. h. 2 = £/|c| moglich. In der Tat gilt (£+/]c|)?> = |¢| = a = c. Tst
hingegen a < 0, so ist |c| = —a und alsdann s = 0, t = /]¢[. Jetzt haben
wir die zwei Fille z = 0, y = £¢, d. h. 2 = +i+/]¢[. Wieder gilt tatsichlich
(+i/|c])? = ?le| = —|e| =a=c

Wir kommen nun zum interessanteren Fall b £ 0. Dann gilt 2xy = b # 0, daher

muss fiir jede der obigen vier Moglichkeiten gelten

b
2stee’ = b, also e’ = — wegen 2st>0.

0]
Fiir ¢ = 1 ergibt sich die im Satz angegebene Zahl 2z, fiir ¢ = —1 entsteht
z9 = —z1. Da Real- und Imaginérteil von z; bzw. z5 in der Tat das reelle

Gleichungssystem (x) losen, so sind z; und zy auch wirklich Quadratwurzeln

von c. O

Da beide Quadratwurzeln aus einer komplexen Zahl i. Allg. echt komplex sind,
so ist es (im Gegensatz zur Situation im Reellen) unméglich, zwischen der po-
sitiven und negativen Wurzel zu unterscheiden. Man hat beide Wurzeln als
gleichberechtigt zu behandeln, dem Symbol /¢ kann keine eindeutige Bedeu-

tung mehr zugelegt werden.

Nachdem die Existenz von Quadratwurzeln sichergestellt ist, ist es auch ein-
fach, alle quadratischen Gleichungen aX? + 38X +~ = 0 mit komplexen Koef-
fizienten «, 8,7 zu l6sen. Nur der Fall o # 0 ist interessant, wir diirfen dann

« = 1 annehmen (man dividiere durch «). Es gilt nun

Satz
Es seien [ und v vorgegebene komplexe Zahlen. Dann hat die quadratische
Gleichung

X2 4 BX+9=0
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1.4 Losbarkeit quadratischer Gleichungen in C FT1I

1.4.3

in C genau die Lésungen

1 1
211=—£+— B2 — 4y, zg:z—é——\/ﬁ?—zw,
2 2 2 2
wobei \/ 3% — 4~ eine (willkiirlich zu wéihlende) Quadratwurzel aus (3% — 4 ist.

Beweis:

Der beriihmte Trick der Babylonier von der quadratischen Ergénzung liefert

2
X2+ BX +v= (X+§) —1—%(47—52).

Hieraus folgt die Behauptung mittels Satz 1.4.1. O

Der Leser bemerkt, dass im Satz 1.4.2 die Losungen z; und 2z, iibereinstimmen

kénnen, ndmlich genau dann, wenn 32 = 4. Dann ist

2
X2+5X+7—<X+§) .

Wir werden im Abschnitt 1.6 die Losungen quadratischer Gleichungen in Po-

larkoordinaten eleganter anschreiben.

Aufgabe
Zeigen Sie, dass mit den Notationen des Satzes 1.4.2 das normierte Polynom
X? 4+ BX 4+~ € C[X] in zwei Linearfaktoren zerfillt:

X2 4 BX +9=(X—2)(X —2).
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1.5.1

1.5.2

1.5 Metrisierung und Topologisierung

des Korpers C

Jede Bewertung | | auf einem Korper K bestimmt in natiirlicher Weise eine
Metrik und damit eine Topologie auf K'; dadurch wird K zu einem metrischen
und insbesondere topologischen Raum. Wir benutzen folgende Redeweise aus
der mengentheoretischen Topologie (das Symbol X x Y bezeichnet das karte-
sische Produkt der Mengen X,Y, also X XY = {(z,y) 1z € X,y € Y}).

Definition (Metrik, metrischer Raum)

Es sei E eine nichtleere Menge und
d:ExE—=R, (pq)rdp.q)

eine Abbildung mit folgenden Figenschaften:

MO. d(p, ) >0,
M1. d(p, ) d(q,p) fur alle p,qe E (Symmetrie),
M2. d(p,r) <d(p,q)+d(q,r) firalle p,q,r € E (Dreiecksungleichung).

Dann heifst d eine Metrik auf ' und E, zusammen mit d, ein metrischer Raum.
Wir zeigen

Satz

Es werde gesetzt:
d(z1,22) = |21 — 22| fir alle z,2, € C.

Dann ist d eine Metrik auf C.

Beweis:

MO. und M1. folgen sofort aus der Definition von d (unter Heranziehung von
BO0. und B1. aus Satz 1.3.2). Die Dreiecksungleichung M2. ergibt sich aus der
Dreieckunsgleichung B2., wenn man z; — 23 = (21 — 22) + (22 — z3) beachtet,

wie folgt:

d(z1,23) = |(21— 22) + (22 — 23)| < |21 — 22| + |22 — 23]
= d<21,22)+d(22,23). El
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1.5.3

1.54

1.5.5

Die Zahl d(z1, z) heiBt die euklidische Entfernung (Distanz) von z; nach zs;
die Metrik d : C x C — R heifit die euklidische Metrik auf C.

Mit Hilfe einer Metrik fiihrt man (in der mengentheoretischen Topologie) offene

Mengen ein.

Definition (offene Menge, c—Kugel)
Es sei E ein metrischer Raum mit Metrik d. Eine Teilmenge U C E heif§t
offen (in E), wenn es zu jedem Punkt g € U eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt, sodass
qilt:

B(q):=={p€ E:d(p.q) <e}CU.

Die Menge B.(q) heifit die ,Kugel“ vom Radius € um q (e-Kugel) bzgl. d.

Wir bezeichnen mit 7 die Gesamtheit aller offenen Mengen von E. Dann ist
T eine Teilmenge der Potenzmenge von E. Aus der Definition 1.5.3 folgt un-

mittelbar

Satz
Die Menge T hat folgende Eigenschaften:

T0. 0eT, EeT.
T1. Fir jede Familie {U;}icr, U; € T qilt \JU; € T.
i€l
T2.  Fir jede endliche Familie {V;}je;, V; €T gqilt: \V, €T .
jeJ
Die Eigenschaften T1. und T2. besagen, dass die Vereinigung beliebig vieler

sowie der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen wieder offen sind.

Definition (Topologie, topologischer Raum, offene Menge)

Es sei X eine beliebige Menge. Eine Teilmenge T der Potenzmenge von X
heifit eine Topologie auf X, wenn die Figenschaften T0., T1. und T2. erfillt
sind. Die Menge X zusammen mit T heifit ein topologischer Raum, die Ele-
mente von T heiflen offen in X.

Wir haben somit vermoge Satz 1.5.4 auf jedem metrischen Raum E eine To-
pologie erklart. Speziell tragt C wegen Satz 1.5.2 eine Topologie, wir nennen

diese Topologie auf C die euklidische Topologie auf C.
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1.5 Metrisierung und Topologisierung des Korpers C FTI

1.5.6

1.5.7

Die einfachsten offenen Mengen einer metrischen Topologie sind die e-Kugeln,

in der euklidischen Topologie sind dies die offenen Kreise
Ap(z) ={z€C:d(z,21) = |z — 21| <7}

mit Mittelpunkt z; und Radius r > 0. Diese Mengen A, (z;) sind in der Tat
offen: Ist ndmlich zyg € A,(z;) beliebig, so gilt A.(z9) C A,(z1) mit & :=

r — |21 — 20| > 0, denn fiir alle z € A_(z) ist
d(z,z1) < d(z,20) + d(z0,21) < e+ |20 — 21| =71
nach der Dreiecksungleichung. O

Ein Fundamentalbegriff der Topologie ist der Umgebungsbegrift.

Definition (Umgebung)
FEine Teilmenge V' eines topologischen Raumes E heifst Umgebung von a € F,
wenn es eine offene Menge U in E gibt, sodass gilt: a € U C V.

Nach dieser Definition sind Umgebungen selbst nicht notwendig offen. Die
Mengen A, (z;) C C sind Umgebungen von z;, in den meisten Fillen arbeiten

wir mit diesen offenen Kreisumgebungen.

Satz

Die euklidische Topologie auf C erfillt das hausdorffsche Trennungsaxiom: Zu
je zwei Punkten zq,z9 € C mit z; # z9 gibt es Umgebungen U, von z,, v = 1,2,
die disjunkt sind: Uy NUy = (.

Beweis:
Man setze U, := A.(z,) mit € := %\zl — 23| > 0, v = 1,2. Gébe es einen
Punkt 2’ € Uy N Uy, so wire |2/ — 21| < &, |2/ — 23] < € und man erhielte aus

21 — 29 = (21 — 2') + (2/ — 22) nach der Dreiecksungleichung
2e =21 — 2| < |z = 2|+ |2 — 2| <e4e=2e,
was absurd ist. O

Ein topologischer Raum, der dem hausdorffschen Trennungsaxiom geniigt,
heifit ein hausdorffscher Raum; wir haben offenbar soeben gezeigt, dass je-
der topologische Raum, dessen Topologie durch eine Metrik induziert wird,
hausdorffsch ist.
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1.5 Metrisierung und Topologisierung des Korpers C FTI

1.5.8

Statt offener Mengen kann man auch abgeschlossene Mengen zur Definition
einer Toppologie verwenden: Dabei heifit bekanntlich eine Teilmenge M eines
topologischen Raumes X abgeschlossen (in X ), wenn ihr Komplement X \ M
offen in X ist.

Man kann nun in der bekannten (und héufig frustrierenden) Weise in jedem
metrischen (allgemeiner: topologischen) Raum FE die weiteren Grundbegriffe
der mengentheoretischen Topologie wie z. B. ,Haufungspunkt, konvergente
Folge, Cauchyfolge, Stetigkeit, kompakt“ usw., usw. einfithren. Wir werden
alle diese Redeweisen, die ja aus der reellen Analysis im R? und allgemeiner
im R”, 1 < n < oo, hinldnglich bekannt sind, nach und nach an den Stellen

kurz besprechen, wo sie benotigt werden.

Wir wollen uns aber schon hier klar machen, dass die euklidische Topologie
auf C iibereinstimmt mit der ,Produkttopologie® der C unterliegenden reellen

Zahlenebene R?. Diese Topologie kann wie folgt beschrieben werden:

Fiir alle 2y = x1 + 1y1, 20 = 9 + 1yo setzt man

d(Zl, 2’2) = max{|$1 — ZL’Ql, |y1 — y2|} .

Dann verifiziert man durch direktes Nachrechnen, dass wieder die Eigenschaf-
ten MO., M1. und M2. gelten, daher ist auch d:C x C — R eine Metrik auf C
(Mazimummetrik). Diese Metrik bestimmt nach den vorangehenden Darlegun-
gen ebenfalls eine Topologie auf C. Wir nennen diese Topologie die Produktto-
pologie auf C; die e-Kugeln in der Produkttopologie sind die offenen Quadrate

von der Seitenlénge 2¢ (= kartesische Produkte von Intervallen der Lénge 2¢):

~

Q(z1) ={2€C:d(z,z1) <e}={(z,y) eR: |z —z1| <e,ly —m| < e},
mit Mittelpunkt z; = x1 + 1y;.

Wir zeigen nun

Satz
FEuklidische Topologie und Produkttopologie auf C sind gleich. In jedem offenen

Kreis liegt ein offenes Quadrat mit gleichem Mittelpunkt und umgekehrt (vgl.
Figur 1-4):

Ag(21) C Qy(21) T Ap(z1) mit s:==V2r.
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1.5.9

21

Figur 1-4

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass jede mittels d definierte offene Menge auch offen ist, wenn
d zu Grunde gelegt wird und umgekehrt. Das trifft sicher dann zu, wenn wir
zeigen, dass offene Kreise offene Quadrate mit gleichem Mittelpunkt enthalten
und umgekehrt. Die angegebenen Inklusionen sind aber klar, da fiir alle z =
x + 1y € R gilt:

max{|z|, [y[} < [z = V22 +y? < V2max{|z], [y]} . m

Die euklidische Metrik der Zahlenebene ist eng verkniipft mit dem Skalarpro-
dukt.

Definition (Skalarprodukt)
Sind z1 = x1 + 1y1, 22 = To + iys komplexe Zahlen, so heifit die reelle Zahl

(21, 29) := Re 2123 = 2122 + Y192

thr Skalarprodukt.
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Es folgt unmittelbar

1.5.10 Satz
Das Skalarprodukt ist in jedem Argument R-linear (Bilinearform). Weiter gilt

(az1,az9) = |a‘2<21722>7 (71, 72) = (21, 22)  fiir alle 2z,2,a € C.

Die euklidische Lénge ist durch das Skalarprodukt darstellbar:
2| = /{2, 2) = +V27Z.
Durch Nachrechnen verifiziert man sofort die Identitét
<21722>2 + <i21722>2 = |21|2|Z2|2a 21,22 € C;

hierin ist speziell enthalten
1.5.11 Folgerung (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)
(21, 22)| < |z1||22|, 21,22 €C.
Ebenfalls durch direktes Nachrechnen ergibt sich:
1.5.12 Folgerung (Kosinussatz)
|21+ 2o = |21)* + |22 + 2(21,22), 21,22 €C.

Hieraus folgt mit 1.5.11 sofort die Dreiecksungleichung

|21 + 2f* < )’ + |2 + 20z 22| = (la] + |2])°.
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1.6 Polarkoordinaten

In der reellen (z,y)-Ebene R? fiihrt man seit alters her Polarkoordinaten ein,
indem man jeden Punkt (z,y) € R? in der Gestalt (rcos¢, rsin¢) schreibt
(Figur 1-5). Dabei ist r := /22 + y2 die Entfernung von (z,y) zum Nullpunkt
und ¢ der Winkel (im Bogenmaf}) zwischen der positiven reellen z—Achse und

dem Ortsvektor von z.

iy
z=x+1y
1 r .
! 7 sin @
| A
T COS (p x
Figur 1-5

Falls z # 0, so ist der Winkel ¢, den man hdufig auch das Argument der
komplexen Zahl z nennt, bis auf ein beliebiges ganzzahliges Vielfaches von 27
eindeutig bestimmt, fiir z := 0 ist ¢ beliebig. Wir wollen diese intuitiv klaren
Dinge prézisieren. Dazu bendtigen wir aus der reellen Infinitesimalrechnung
folgende Informationen iiber die Kosinus— und Sinusfunktion. Man setzt be-
kanntlich fiir alle x € R

R N G L
cosxr = Z o)) x® = cos(—x),

v=0

: = (_]')V v :
sinx = Z me +1 —sin(—x);

v=0
diese Definitionen sind sinnvoll, da die angeschriebenen Reihen stets konver-
gieren (wir werden im § ?? die trigonometrischen Funktionen im Komplexen
iiber die Exponentialfunktion einfithren, dabei werden sich u. a. die obigen

Reihen als konvergent erweisen, vgl. Satz 77).
Wir erinnern uns an folgende Fakten:

(a) Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle, sie wird mit

% bezeichnet (Definition von ).
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(b) Es gelten die Additionstheoreme

cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny, r,y €ER,
sin(z + y) =sinzcosy + cosrsiny, x,y € R,
sinz + cos’r =1, x eR.

(¢) Die Funktionen cos und sin sind periodisch mit der Minimalperiode 27 :

o) —
C?S<I + 2nm) C.OSL firalle veR, neZ.
sin(z + 2nm) = sinz,

(d) Es gilt

cosx =1 genau dann, wenn x € 277,

s
cosx =0 genau dann, wenn x:§+n7r, nez,

sinz =0 genau dann, wenn x € w7,

. m
sinz =1 genau dann, wenn x:§—|—2n7r, ne.

(e) Die Funktion cos ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet
dieses Intervall auf das Intervall [—1,1] ab.

Zur Einfiihrung der Zahl 7, wie sie durch (a) gegeben wird, sind einige historische
Bemerkungen am Platz, die zeigen, dass Mathematik keineswegs frei von Ideologien
ist und sich politisch missbrauchen lidsst. Die Definition von % 7 als kleinste positive
Nullstelle von cos z ist heute gang und gibe. Man findet sie bereits im 19. Jahrhun-
dert im ersten Band , Elemente der Mathematik* von RICHARD BALTZER (1818 —
1887, seit 1869 o. Prof. in Giessen), vgl. z. B. 5. Aufl. 1875, S. 195.

Die Baltzersche Definition von 7 ist nicht geometrisch, aber wohl der bequemste
Weg, im Reellen schnell zu 7 zu gelangen. EDMUND LANDAU (1877 — 1938, Schiiler
von FROBENTUS; 1909 o. Professor der Mathematik in Gottingen als Nachfolger von
MINKOWSKI; 1933 aus rassistischen Griinden amtsenthoben; Nachruf von K. KNnopp
im Jahresber. DMV 54, 5562 (1951)) hat diesen Zugang in seinen Gottinger Vor-
lesungen propagiert und 1934 in seiner ,, Einfiihrung in die Differentialrechnung und
Integralrechnung“ (Verlag Noordhoff, Groningen) in dem fiir ihn charakteristischen
Telegrammstil dargestellt; auf S. 193 heif3t es: Die Weltkonstante aus Satz 262 werde

dauernd mit ™ bezeichnet.

Es ist heute unversténdlich, dass u. a. gerade diese Art der Einfithrung von 7 in
Deutschland 1934 eine Polemik ausloste, die mit dem Wort ,,beschdmend® nicht
annidhernd charakterisiert wird. Ein hoch angesehener Kollege aus Berlin griff da-

mals LANDAU scharf an; es seien hier nur zwei Sétze von ihm zitiert: ,,Uns Deutsche
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1.6.1

lasst eine solche Rumpftheorie unbefriedigt* (Sonderausg. Sitz. Ber. Preuss. Akad.
wiss., Phys.-Math. Kl. XX, p. 6); und weitaus deutlicher: ,So ist ...die mannhaf-
te Ablehnung, die ein grofler Mathematiker, EDMUND LANDAU, bei der Gottinger
Studentenschaft gefunden hat, letzten Endes darin begriindet, dass der undeutsche
Stil dieses Mannes in Forschung und Lehre deutschem Empfinden unertraglich ist.
Ein Volk, das eingesehen hat, ...wie Volksfremde daran arbeiten, ihm fremde Art
aufzuzwingen, muss Lehrer von einem ihm fremden Typus ablehnen.“ (Personlich-
keitsstruktur und mathematisches Schaffen, Forsch. u. Fortschr., 10. Jahrg. Nr. 18,
S. 236).

Derartige abstruse Ungeheuerlichkeiten hat der britische Mathematiker G. H. HAR-
DY sofort im August 1934 in seiner Note: ,, The J-type and the S-type among mathe-
maticians“ (Collected Papers 7, 610—611) scharf zuriickgewiesen, er urteilt: ,, There
are many of us, many Englishmen and many Germans, who said things during the
war which we scarcely meant and are sorry to remember now. Anxiety for one’s own
position, dread of falling behind the rising torrent of folly, determination at all costs
not be outdone, may be natural if not particularly heroic excuses. Prof. Bieberbach’s
reputation excludes such explanations of his utterances; and I find myself driven to

the more uncharitable conclusion that he really believes them true.“

Wir schreiben Ry := {r € R : r > 0} und fithren die Polarkoordinatenabbil-
dung
K:Ry xR—C*, (r,p)— 2z:=r(cosp+isiny),

ein; wir bemerken sogleich, dass dies in der Tat eine Abbildung in C* ist, da
cos und sin wegen cos? ¢ + sin® p = 1 keine gemeinsamen Nullstellen haben.
Um die Abbildung k eingehender studieren zu konnen, stiitzen wir uns auf
folgendes

Lemma
(1) Fir alle a, p € R gilt

(cosa = cosf und sinaw =sinff) <= a—f € 21Z.
(2) cos|jo,x besitzt eine Umkehrfunktion

arccos : [—1,+1] — [0,7], &+ arccos¢.

Beweis:

zu (1): Gilt cosa = cos f und sin a = sin 3, so folgt

cos(a — 8) = cosacos(—f) —sinasin(—pF) (Additionstheorem)
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= cosacos 3+ sinasinf
(wegen cos(—f) = cos f und sin(—f) = —sin 3)
= cos’a+sin*a.

Da nach (d) die Kosinusfunktion genau an den Stellen 27n (n € Z) den Wert
1 annimmt, folgt o — 8 € 27Z.

Ist umgekehrt o — f € 277Z, also a = [ 4 27n mit einem n € Z, so folgt
cosa = cosf und sina = sin 3, da die Funktionen cos und sin beide die
Periode 27 haben.

zu (2): Da cos in [0, 7] nach (e) streng monoton fallend ist, besitzt cos |jo - eine

(ebenfalls streng monoton fallende) Umkehrfunktion, definiert auf [—1, 1] und

mit Werten in [0, 7]. O
3 +
arccos
1 .
cos [j0,]
~1 1 3 7
141
Figur 1-6

Der eben bewiesene Hilfssatz hat folgende Konsequenzen fiir die Polarkoordi-

natenabbildung k:

(1) Die Punkte (r1,¢1),(re2,2) € Ry x R haben genau dann denselben k-
Bildpunkt in C*, wenn r1 = ro und p1 = o + 2k mit k € Z gilt.
(2) Zu jedem Punkt z € C* gibt es ein k—Urbild in Ry x| — m, 7).

Beweis:
zu (1): Sei z, := K(ry, p,) = r,(cosg, +ising,) (v = 1,2). Gilt z; = 23, so
folgt zunéchst

r = ‘Zl| = |ZQ| = T2
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1.6.2

und dann
€os (p1 + 28in 1 = €os P9 + 18N Y, ,
also
cos @y = coswy und sing; = sin s .

Nach Lemma 1.6.1 (1) heifit das p1 — @9 € 27Z, also ¢1 = @9+ 27k mit k € Z.
Gilt umgekehrt r; = ry und 1 = @9 + 27k mit k € Z, so folgt 21 = 25 wegen
der Periodizitédt von cos und sin.

zu (2): Sei z € C*. Wir setzen r := |z| > 0 und ¢ := - Fiir § := Re( und
n = Im( gilt dann €2 +n? = 1, also £ € [—1,1], und wir kénnen definieren

a = arccos{. Dann ist a € [0, 7], cosa = £ und sin « > 0 sowie
sinfa=1—cos’a=1—-€&=n%, also sina==+7.

Wir setzen nun
 Ja, falls n > 0,
7T —a, fallsn <0
Dann ist ¢ €] — 7, 7] und im Falle n > 0 gilt

K(r,p) =r(cosp + ising) = |z|(cosa +isina) = |2|(§ +1in) = z.
Im Falle n < 0 erhalten wir ebenfalls
k(r,p) = r(cosp+ising) = |z|(cos(—a) + isin(—a))
= |z[(cosa —isina) = |z|(§ +in) = =. O
Wir haben insgesamt bewiesen:
Satz
Jede komplexe Zahl z ldsst sich schreiben in der Form
z=r(cosp+ising), r:=|z|, @eR,

wobei ¢ fiir z # 0 bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt

ist. @ heifst Argument von z (argz). Vermdge
K:Rix]—mm] = C", (r,¢)— z:=r(cose+isingp)

wird eine bijektive Abbildung definiert, deren Umkehrabbildung durch

(\z[ , arccos Rez) ., falls Imz >0,

||

C"->Ryx]|—mmn], 2z~

(|z|7 — arccos Ref) , falls Imz <0,

|z

gegeben wird.
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1.6.3

Die Polarkoordinatenabbildung « : Ry x R — C* ist stetig und lokal topologisch
(d. h. im Kleinen stetig umkehrbar). Beschreibt man « als reelle Abbildung, also

(ryp) = (x,y) mit x:=rcosy, y:=rsiny,

so ist x in jedem Punkt reell differenzierbar und fiir ihre Funktionaldeterminante

8(x’y):det<xr x¢>:det<cosg0 —rsintp)zr#o'

A(r, ) Yr Yo singp  7cosg
Die Umkehrung der Polarkoordinatenabbildung s : Ry x| — 7, 7] — C* (genauer:

gilt

die Argumentfunktion) ist aber unstetig in allen Punkten der negativen reellen Ach-
se; denn ist @ € Ry, so gilt fiir die Folge 2z, := a (cos (—7r + %) + 7sin (—7T—|— %))

néamlich

zn, — a(cos(—m) +isin(—m)) = —a
1 fir n— 0.
argz, = -—-mT+— — —7m#7m=arg(—a)
n

Die Darstellung konjugiert komplexer Zahlen in Polarkoordinaten ist einfach:
Falls z = r(cos p+isinp), so gilt Z = r(cos(—¢) +isin(—y)). Das ist klar, da
cos(—p) = cos ¢ und sin(—p) = —sin p.

Die Verwendung von Polarkoordinaten erweist sich als besonders vorteilhaft

bei der Multiplikation und Division komplexer Zahlen.

Satz
Es seien z, = |z,|(cos ¢, + ising,) € C*, v =1,2. Dann gilt
2122 = |z1][z2](cos(p1 + p2) + isin(pr + ¢2)) ,
z z .
2 B cos(r — ) + isin(r — 02).
Z9 ‘ZQl

Beweis:
Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir die Funktionen cos und sin ergibt sich
2129 = |z1] |22|(cos p1 cos o — sin g sin @y
+i(cos 1 sin @y + €os g sin 1))
= |21 [22[(cos(1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2)) .
Weiter gilt

—_
N ‘
—_

1 y
o T T o (s Fisin(—)

‘ —

- (cos(—p2) +isin(—¢2))
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1.6.4

sodass sich mit der schon verifizierten Multiplikationsformel auch die Divisi-

onsformel ergibt. O

Man erhélt also das Produkt bzw. den Quotienten zweier komplexer Zahlen,
indem man ihre Betrage multipliziert bzw. dividiert und ihre Argumentwinkel
addiert bzw. subtrahiert (Figur 1-7).

iy
2129 = |21]|22|(cos(p1 + @2) + isin(pr + ¢2))
29 = |20](cOS o + i sin ps)
21 = |z1|(cos ¢y + isin )
x
Figur 1-7
Anstelle des Intervalls | — 7, 7| fiir den Winkel ¢, das Argument von z, kann

man auch jedes andere halboffene Intervall der Lénge 27 verwenden. Wahrend
sich zum Beispiel bei der Definition der Logarithmusfunktion in Abschnitt 77
das (in diesem Fall allerdings offene) Intervall | — 7, 7r[ als vorteilhaft erweist,
verwenden wir in der folgenden Anwendung von Satz 1.6.3 zur Existenz n—ter

Einheitswurzeln das Intervall [0, 27].

Satz
Es sein eine natiirliche Zahl > 1. Dann gibt es genau n verschiedene komplexe
Zahlen z mit 2™ = 1, ndamlich

2ur . 2um

z2:=(,:=cos— +1isin—, v=0,1,....,n—1.
n n

Beweis:
Es sei ¢ irgendeine komplexe Zahl mit (" = 1. Dann gilt ¢ # 0 und wir kénnen

¢ eindeutig darstellen in der Form

C=r(cosp+ising), r=]|¢ >0, ¢el0,2n].
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1.6 Polarkoordinaten FT1

Es folgt 1 = |¢"] = [¢|" =

= r", also r = 1. Weiter ergibt sich nun nach Satz
1.6.3

1=("=(cosp+isinp)" =cosnp +isinny.
Da auch cos0+ isin0 = 1, so gilt np = 2vm mit v € Z nach Satz 1.6.2, d. h.
90:2”7”.Wegen0§gp<27rist0§y<nundC:Cy.
Umgekehrt gilt in der Tat

2v 2um\"
¢, = (cos—ﬂ—l—isin—ﬂ) =cos2vm +isin2vr =1 firalle v. 0O
n n

Die Zahlen (, des Satzes 1.6.4 heiflen n—te Finheitswurzeln; fiir

2r .. 27
(1 :=cos — + isin —
n n

gilt

C?:17 C11:C17 C12:<27"'7 Cij:Cllv"'7 ?7124-%*17 C.Ilzl

Eine n—te Einheitswurzel, deren Potenzen sdmtliche {ibrigen n—ten Einheits-

wurzeln darstellen, heifit primitiv, (i ist eine primitive n—te Einheitswurzel.
Figur 1-8 zeigt die fiinften Einheitswurzeln.

Wy
L. (1 =c0o872°+1sin72°
.7 \\\
% ‘
1, N
/ \
/ \
/ \
1
_2r '
| o == ! X
]
1 ll
\ 1
\ 1
\ /
\ /
3 /
1 \\ //
SR C,4
1
Figur 1-8

Jede komplexe Zahl a mit ™ = ¢ heifit (analog zur reellen Situation) eine n—te

Wurzel aus c. Es ergibt sich nun unmittelbar folgende Verallgemeinerung von
Satz 1.4.1
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1.6 Polarkoordinaten FT1

1.6.5

1.6.6

1.6.7

Korollar

Jede komplexe Zahl ¢ # 0, ¢ = |c|[(cos¢ + isiny), hat genau n verschiedene
n—te Wurzeln, ndamlich:

2 2
n n n n

Der Beweis kann dem Leser iiberlassen werden.

Schliefllich erhalten wir folgende Aussage iiber die Losungen quadratischer
Gleichungen (vgl. hiermit Satz 1.4.2):

Satz
Es seien B,v € C, es gelte

1
1 (8% — 4) = r(cosp +isingp).

Dann sind
zZp = —é+\/7_"<cos£+isin£>
2 2 2/’
zy = —g—ﬁ(cosg—i-ising)

die Losungen in C der quadratischen Gleichung

X2+ BX +y=0.

Beweis:

Das folgt unmittelbar aus Satz 1.4.2 und der Gleichung
1
—\/52—47::|:\/?(00s£+isin£). O
2 2 2

Aufgabe

Es seien m > 1, n > 1 natiirliche Zahlen, es sei ¢ € C eine m—te und n € C

eine n—te Einheitswurzel. Zeigen Sie:

(a) Es gibt eine natiirliche Zahl k > 1, sodass {n eine k—te Einheitswurzel ist.

(b) Die Menge G := {¢ € C : esgibtd € Z \ {0} mit ¢¢ = 1} ist eine
unendliche abelsche Gruppe. G ist nicht endlich erzeugbar, d. h. es gibt
nicht endlich viele Elemente (3,...,(, € G, sodass jedes ( € G in der
Form ¢ = ¢l' ... df’ mit Exponenten [y, ...,[l, € Z darstellbar ist.
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1.6 Polarkoordinaten FT1

(c) Bestimmen Sie 1+ &+ &2+ ... +&m L

1.6.8 Aufgabe
L Zeigen Sie, dass folgende Aussagen iiber zwei komplexe Zahlen a,b € C* dqui-
valent sind:
(i) la+b] = lal +[0].
(ii) Es gilt b = ra mit einer positiven, reellen Zahl r. Bestimmen Sie als
Anwendung alle Einheitswurzeln £,n7 € C, sodass %({ + 1) wieder eine

Einheitwurzel ist.
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1.7.1

1.7 Einzigkeit von C

Wir wollen abschlieend in diesem Paragraphen noch begriinden, dass die Wahl
des Korpers C der komplexen Zahlen, der der klassischen Funktionentheo-
rie zu Grunde liegt, weder willkiirlich noch zuféllig ist. Dabei wollen wir den
Standpunkt beziehen, dass man eine Funktionentheorie iiber einem Erweite-
rungskorper L des Korpers R der reellen Zahlen entwickeln will, der als R—
Vektorraum endlich—dimensional und also zu einem Zahlenraum R" isomorph
ist, 1 < n < oo. Die folgenden drei Sétze zeigen, dass es (bis auf Isomorphie)

aufler R selbst nur noch den Kérper C gibt, der diese Eigenschaft hat.

Satz
Es sei K ein zweidimensionaler Erweiterungskorper von R. Dann ist K zu C

1somorph.

Beweis:

Wegen dim K = 2 gibt es Elemente v € K \ R. Dann sind 1 € R € K und v
jeweils linear unabhéngig iiber R, denn ist a -1+ bv = 0 mit a,b € R, so muss
zundchst b = 0 gelten, da sonst v = —% € R. Mit b = 0 gilt auch a = 0. Wir
konstruieren nun v so, dass v? = —1.

Sei w € K \ R beliebig. Es ist w? = a + 2bw mit eindeutig bestimmten reellen
Zahlen a,b € R. Setzt man u := w — b, so gilt auch v € K \ R und es folgt

w=c¢ mit c:=a+0b*eR.

Der Fall ¢ > 0 ist nicht moglich. Dann wiirde /c € R existieren und es wére
0=u?—c=(u—+/c)(u++/c), woraus, da K als Kérper nullteilerfrei ist, der
Widerspruch u = y/c € R oder u = —/c € R folgt.
Also gilt ¢ < 0. Dann ist —c¢! > 0, folglich existiert ein d € R mit d?> = —c~L.
Fiir v := du € K \ R gilt nun wie gewiinscht

v =d*u? = —cle=—1.
Es ist K = R + Rv. Durch

p: K—-C, z+yo—>ax+1iy, z,ye€R,

wird eine bijektive Abbildung definiert, die additionstreu und wegen v? = i? =
—1 auch multiplikationstreu ist. Mithin ist ¢ ein Isomorphismus von K auf C.
O
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1.7 Einzigkeit von C FT1I

1.7.2

Unser néchster Satz hat mehr den Charakter eines Hilfssatzes, im Beweis

miissen wir eine Variante des Fundamentalsatzes der Algebra heranziehen.

Satz
Es sei L ein n-dimensionaler Erweiterungskorper von R, es gelte n < oo. Dann
gilt fiir jedes Element v € L \ R eine Gleichung

v =a+bv mit a,b€Runda#0.

Beweis:
Die n + 1 Vektoren 1,v,v%,...,v" € L sind linear abhiingig iiber R. Es gibt

also ein Polynom
PX)=X"4r, X" '+  4rpeR[X], 1<m<n,

mit P(v) = 0. Nun zerfillt P(X) nach einem nicht trivialen Satz der Analysis

iiber R in lineare und quadratische Polynome

k 1
PX)=J[(X =) J[I(X* = 0aX —ay), cubrar€R, ay#0.
k=1 A=1
(Ein eleganter und einfacher Beweis dieses Faktorisierungssatzes wird spéter
mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben. Fiir den Fall n < 3
ist der Faktorisierungssatz klar, da Polynome dritten Grades nach dem Zwi-

schenwertsatz der Infinitesimalrechnung stets wenigstens eine reelle Nullstelle

haben).
Aus i )

0=P()=]J(v—co) J[J(* = brv —ay)

k=1
folgt wegen der Nullteilerfreiheit des Korpers L, dass einer der Faktoren ver-

schwindet. Da v € R, so gibt es also ein quadratisches Polynom
QX)=X?>-bX —acR[X], a#0,
das von v annulliert wird: Q(v) = 0. Dies bedeutet

v =a+bv, a#0. U

Es folgt nun schnell
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1.7 Einzigkeit von C FT1I

1.7.3 Satz
Es sei L ein endlich—dimensionaler Erweiterungskéorper von R. Dann ist L

1somorph zu R oder C.

Beweis: Sei n := dim L < oco. Im Falle n = 1 gilt L = R. Sei n > 2. Wir wéhlen
einen Vektor v € L\ R. Nach Satz 1.7.2 gilt eine Gleichung

vP=a+bv mit a,beR, a#0.

Wir bezeichnen mit K := R+Rv den von 1 und v erzeugten zweidimensionalen
Vektorraum iiber R. Fiir zwei beliebige Elemente z, = z,+y,v € K, v =1,2
gilt

2129 = (21 4+ y10) (T2 + Y2v) = (122 + Y1y2a) + (T1y2 + 122 + Y1y2b)v € K,

d. h. K ist gegeniiber der Multiplikation abgeschlossen. Uberdies liegt das
Inverse 27! eines jeden Elementes z € K \ {0} in K: fiir Elemente 2z € R ist
das trivial, fiir Elemente z € K \ R gilt nach Satz 1.7.2 eine Gleichung

P4+cz4+d=0 mit ¢,deR, d#0,

woraus folgt

z (Zjdc) =1, also z7'=-d'(z+c)eK.

Der Vektorraum K C L ist somit ein Kérper. Da R C K und dim K = 2, so
ist K nach Satz 1.7.1 isomorph zu C.

Es bleibt zu zeigen: K = L. Sei w € L beliebig. Wir wissen nach Satz 1.7.2,
dass w Nullstelle eines normierten quadratischen Polynoms Q(X) € R[X] ist.
Nach Satz 1.4.2 besitzt Q(X) in K = C zwei Nullstellen zq, zo. Es gilt dann
(vel. UA 1.4.3):
Q(X)=(X —21)(X — z9).
Daraus folgt
0=Qw) = (w—2z)(w—2)

und also w = z; oder w = 25 wegen der Nullteilerfreiheit von L. In jedem Fall
gilt w € K. Damit ist L = K gezeigt. O
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1.7 Einzigkeit von C FT1I

1.7.4 Bemerkung
Dem Leser ist vielleicht aus der linearen Algebra bekannt, dass das hyperkom-
plexe System H der Quaternionen einen nichtkommutativen Korper bildet, der
R als Unterkorper enthélt und ein vierdimensionaler Vektorraum iiber R ist.
Man sieht an diesem Beispiel, dass fiir die Giiltigkeit von Satz 1.7.3 die Kom-
mutativitit der Multiplikation wesentlich ist. Ein beriihmter Satz von G. FRO-
BENIUS aus dem Jahre 1877 besagt iibrigens, dass jeder endlich—dimensionale

Schiefkorper iiber R zum Quaternionenschiefkorper H isomorph ist.

Leser, die mehr tiber komplexe Zahlen und ihre historische Bedeutung erfahren
mochten, seien auf das Buch ,Zahlen“, Springer-Verlag Berlin-Heidelberg, 3.
Auflage 1992 hingewiesen. Man findet dort in den Kapiteln 3 bis 5 Vertie-
fungen und allerlei Erginzungen zum Inhalt dieses § 1; insbesondere werden
Polarkoordinaten sofort mittels der komplexen Fxponentialfunktion eingefiihrt.
Im Kapitel 6 jenes Buches kann sich der Leser mit der klassischen Theorie der
Quaternionen vertraut machen, im Kapitel 7 findet er einen Beweis des oben
zitierten Satzes von FROBENIUS.
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1.8 Komplexe Zahlen in der elementar—zahlentheoretischen Geometrie FT I

1.8 Komplexe Zahlen in der

elementar—zahlentheoretischen Geometrie

Das Rechnen mit komplexen Zahlen ermdglicht héufig elegante Beweise fiir
elementare Sitze, die in ihren Aussagen nichts mit komplexen Zahlen zu tun
haben. Der franzosische Mathematiker JACQUES S. HADAMARD (1865 — 1963)
hat einmal gesagt: ,Le plus court chemin entre deux énonces réels passe par
le complexe.“ Wir geben hier zwei Beispiele fiir dieses ,,Prinzip des kiirzesten

Weges durchs Komplexe®.

Wir bezeichnen mit S := {z € C: |z| = 1} die Peripherie des Einheitskreises.
Wegen der Produktregel B1. im Satz 1.3.2 ist klar:

Die Menge S ist beziiglich der Multiplikation in C eine Gruppe. Es gilt z =
271 e S firalle z € S.

Man bildet nun S\ {—1} bijektiv auf die imaginére Achse ab, indem man dem
Punkt a+ i € S den Schnittpunkt ¢A der Geraden durch —1 und « + ¢ mit

der imaginéren Achse zuordnet (vgl. Figur 1-9).

Figur 1-9

Eine einfache Rechnung gibt (Strahlensatz):

1— A 2
1 _ - _
(1) =1 PEie 1+

=

Qe

Es folgt a + i = % Damit ist klar:
1.8.1 Lemma

Die Abbildung
144X
1—i\’

ist bijektiv. (Man nennt sie eine rationale Parametrisierung von S.)

R—S\{-1}, A~
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1.8 Komplexe Zahlen in der elementar—zahlentheoretischen Geometrie FT I

1.8.2

1.8.3

1.8.4

Wie iiblich bezeichnet Q C R den Korper der reellen rationalen Zahlen. Die
Menge S, := {¢ € S : Re(, Im( € Q} der komplex rationalen Punkte von
S ist eine Untergruppe von S, denn sie ist der Durchschnitt von S mit der
multiplikativen Gruppe des Korpers Q(i) := {z =z +iy € C: z,y € Q} der
komplex rationalen Zahlen (Gauflsche Zahlen). Elemente von S, sind zum
Beispiel g + %i, % + g—gi. Aus den Gleichungen (1) und dem Lemma folgt
direkt:

Satz
Die Abbildung Q — Spq \ {1}, X — 12 st bijektiv. Insbesondere hat die

Gruppe S,qt unendlich viele Elemente.

Aus dieser Darstellung der rationalen Punkte auf der Kreislinie S folgen en
passant die sogenannten ,indischen Formeln* fiir pythagoraische Tripel. Ein
Tripel k, [, m natiirlicher Zahlen # 0 heifit pythagordisch, wenn k* + [> = m?.

Dann ist wenigstens eine der Zahlen k, [ gerade (Beweis!); wir zeigen:

Satz
Ist (k,l,m) ein pythagordisches Tripel und ist | gerade, so gibt es natiirliche
Zahlen r, s, t # 0, sodass gilt:

k=(r*—s)t, l=2rst, m=(r*+s°)t (indische Formeln).

Beweis: Zu m™'k +im~'l € S\ {—1} gibt es ein A = 2, r,s € N\ 0, sodass
nach (1) gilt:

m m
k=0?—8%) ——, |=2rs —.
( ) r? + 52 r? + 52
Wihlt man r, s teilerfremd, so sind auch 72 + s? | rs teilerfremd (Beweis!). Da
51 = 5% ist, so folgt ¢ := " € N\ {0} und somit die Behauptung. O

Die indischen Formeln liefern fiir alle r;s,t # 0, wenn r # s ist, in der Tat
pythagoréische Tripel. Fiir r = 2, s =t = 1 erhilt man das Tripel (3,4,5) der
Maurer und Zimmerleute; zu r = 3, s =2, t = 1 gehort das Tripel (5,12, 13)

USW. uUsSw.

Als zweites Beispiel fiir das Hadamardsche Prinzip diskutieren wir das

Problem der ganzzahligen Absténde

Sei n > 1 irgend eine natirliche Zahl. Gibt es in der euklidischen Ebene n
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verschiedene Punkte, die nicht alle auf einer Geraden liegen, sodass je zwei

dieser Punkte stets einen ganzzahligen Abstand haben?

Fir n = 5 kann man sofort eine Konfiguration angeben:

Figur 1-10

Sieben Punkte sind schon etwas mithsamer zu finden:

1(0,15)
113
17
(~112,0) ~(8,0) (8,0) (112,0)
3(0, —15)
Figur 1-11

Fiir grofle n fiithrt ,Probieren* allerdings schnell in einen kombinatorischen
Dschungel, vgl. hierzu jedoch die Bemerkungen am Ende dieses Abschnitts.
Wir zeigen im folgenden mit Hilfe von Satz 1.8.2 und einer kurzen Rechnung

im Komplexen:

1.8.5 Satz
Zu jedem n > 1 gibt es einen Kreis, auf dessen Peripherie n verschiedene

Punkte liegen, deren Abstinde alle ganzzahlig sind.
Wir identifizieren die euklidische Ebene mit C. Die Menge

G :={u € S,4 : Bs gilt u = ¢* mit ¢ € Sper}
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1.8.6

der Quadrate in S, ist eine Untergruppe von S,..;. Da die Abbildung S,.; — G,
¢ = (2, surjektiv ist und jede Zahl aus G' nur zwei Urbilder besitzt (Gruppen—
Epimorphismus mit {£1} als Kern), hat G wegen Satz 1.8.2 unendlich viele
Elemente. Weiter gilt folgende Schliisseleigenschaft.

Hilfssatz
Fiir je zwei Punkte u,v € G ist |u — v| eine reell rationale Zahl. Genauer gilt:
Wenn u = C? und v = €2, ist |u —v| =2|Im(( Y] € Q.

Beweis:
Wegen |[v] =1 gilt |u —v| = |uv™! — 1] = [w? — 1| mit w := (£ € Sy Da
w=w"'und [w| =1 ist, folgt |u — v| = |w — w| = 2| Imw| € Q. ]

Mit diesem Hilfssatz ergibt sich Satz 1.8.5 unmittelbar: Da G unendlich ist,
gibt es n verschiedene Zahlen wuq,...,u, € G. Die endlich vielen Absténde
lu, —u,l, 1 < p,v < n, sind nach dem Hilfssatz reell rational und haben
also einem (i. Allg. sehr grofien) Hauptnenner N. Die n verschiedenen Punkte
Nuy, ..., Nu, liegen dann alle auf der Peripherie des Kreises um 0 mit dem
Radius N und haben lauter ganzzahlige Absténde. O

Eine einfache zahlentheoretische Uberlegung gibt (ohne Benutzung komplexer Zah-
len) folgendes Resultat:

Ist m € N ungerade und hat m mindestens d verschiedene Teiler > 1 in N, so

2

hat die Gleichung m? = x? — y? mindestens d verschiedene Lisungen (xj,y;) aus

N x (N\{0}), 1 <j<d.

Ersichtlich haben dann alle d + 1 Punkte (m,0), (0,y1),...,(0,yq) ganzzahlige Ab-
sténde. In dieser Konfiguration liegen — wie auch in den eingangs gegebenen Beispie-
len — alle Punkte bis auf einen auf einer Geraden. Es lésst sich zeigen, dass unendlich
viele Punkte nur dann alle ganzzahlige Absténde voneinander haben kénnen, wenn
sie sdmtlich auf einer Geraden liegen. Es scheint nicht bekannt zu sein, ob es in der
Ebene ,,dichte“ Mengen (vgl. Aufgabe 2.10 und allgemeiner Definition ?? in Kurs-
einheit 2) gibt, bei denen alle Absténde rational sind. Niheres hierzu findet man
bei N. H. ANNING und P. ERDOs: Integral Distances, Bull. Amer. Math. Soc. 51,
598 —600 (1945). Es sei noch erwihnt, dass sich Hilfssatz 1.8.6 auch mit Hilfe des

Satzes von PTOLOMAUS beweisen lasst.

Fiir das Hadamardsche Prinzip gibt es viele weitere faszinierende Beispiele.

Wenngleich sie nicht fiir einen Kurs zur Funktionentheorie relevant sind, sollte
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man so etwas doch einmal gesehen haben. Wir verweisen diesbeziiglich auf das
Kapitel 3 im Band Zahlen, Springer Verlag 1992, sowie auf I. M. YAGLOM:
Complex Numbers in Geometry, Academic Press, New York 1968.
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§ 2

Konvergente Folgen und Reihen

im Komplexen

2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen
2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen
2.3 Multiplikationssatz

7?7 Potenzreihen, Konvergenzradius

7?7 Exponentialfunktion

7?7 Trigonometrische Funktionen und Exponentialfunktion
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2.1.1

2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen

Ist F irgendeine Menge, so versteht man unter einer Folge in E eine Abbildung
N — FE von der Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen in E. Jedem
n € N ist also ein Element p,, € E zugeordnet. Man schreibt hierfiir

(pn)nEN bZW- (pn)nZO oder (pOaplap2a .. )

oder auch salopper (p,) oder einfach pg,p1,... Ist ng € Z irgendeine ganze

Zahl, so bezeichnet man Abbildungen
{no,n0+1,...} — F

ebenfalls als Folgen, man schreibt (p,)n>n, 0der pny, Pug+1, - - - Statt n benutzt

man auch 4, j, k, i, v, ... als Folgenindex.

Definition (konvergente Folge, Limes, divergente Folge)
Es sei E' ein metrischer Raum mit Metrik d, es sei (pp)nen eine Folge in E.

Die Folge heif$t konvergent gegen p € E (kurz: konvergent), in Zeichen
lim p, =p oder kiirzer limp, =p,
n—oo

wenn nachstehende Konvergenzbedingung erfillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es ein

no = no(e) € N, sodass
d(pn,p) <e firalle n>ng.

Das Element p heifit ein Limes der Folge. Eine nicht konvergente Folge heif$t

divergent.

Eine dquivalente Fassung der Konvergenzbedingung ist offensichtlich:

In jeder e~Kugel B:(p), € > 0, um p liegen fast alle (d. h. alle bis auf endlich
viele) Glieder p,, der Folge (pn)nen-

Wie in der reellen Infinitesimalrechnung zeigt man (der Leser fiithre den Beweis
durch):

Jede konvergente Folge (pp)nen in einem metrischen Raum E hat nur einen

Limes: Aus limp,, = p und limp,, = p’ folgt p =p'.

57



2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen FT1I

Der Leser mache sich klar, dass diese Eindeutigkeit des Limes letztlich eine
Konsequenz der Tatsache ist, dass metrische Radume hausdorffsch sind (vgl.

Bemerkung im Anschluss an Satz 1.5.7).

Wir betrachten von nun an in diesem Paragraphen nur noch Folgen (c,)n>0
komplexer Zahlen, d. h. ¢, € C fiir alle n € N (komplexe Folgen). Konvergenz
in C ist stets bzgl. der euklidischen Metrik von C gemeint: es gilt also

lime, =ceC
genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein ny € N existiert, sodass gilt:

lcn, —¢| < e fiiralle n>ng.

Ein wichtiges Beispiel einer Zahlenfolge ist die Potenzfolge (2"),>0, wo z € C
fest gewihlt ist. Da fiir jede reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 die Folge (¢"),>0 eine
Nullfolge ist (d. h. gegen 0 konvergiert), so sieht der Leser unmittelbar:

Fiir jedes z € C mit |z| < 1 gilt lim 2™ = 0.
n—oQ

Analog wie im Reellen nennt man eine Folge (¢,)n>0 in C beschrinkt, wenn
die Menge {cg,c1,...} C C beschriankt ist; dabei heifit eine Menge A C C

beschrinkt, wenn es eine reelle ,, Schranke“ M € R gibt, sodass gilt:
la| < M furalle a€ A.

Analog wie im Reellen zeigt man:

Jede konvergente Folge (¢,,)n>0 komplexer Zahlen ist beschrankt. Ist M > 0 so
beschaffen, dass |c,| < M fir fast alle n € N gilt, so ist

|limc,| < M.

Wir konnen den kanonischen Beweis dem Leser iiberlassen.

Jede Folge (¢,,)nen komplexer Zahlen bestimmt die beiden Folgen

(Recp)nen, (Imey)nen

reeller Zahlen (Realteilfolge und Imagindrteilfolge). Wir zeigen jetzt, dass man
grundsétzlich Konvergenzfragen in Komplexen via Realteil- und Imaginérteil-

folge auf Konvergenzfragen im Reellen zuriickspielen kann.
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2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen FT1I

2.1.2

2.1.3

Satz

Folgende Aussagen iiber eine Folge (¢,,)n>0 komplexer Zahlen sind dquivalent:

(i) (cn)n>0 ist konvergent.
(ii) Die beiden reellen Folgen (Recy,)n>o und (Imc,),>o sind konvergent.

Im Falle der Konvergenz gilt:

lim ¢, = lim Rec¢, + ¢ lim Imeg, .
n—oo n—oo n—oo

Bewelis:

Wir schreiben a,, := Rec,, b, := Imc,.

(i) = (ii): Sei ¢ := limc,, etwa ¢ = a + 1b, a,b € R. Zu vorgegebenem ¢ > 0

existiert ein ng, sodass |c, — ¢| < ¢ fiir alle n > ngy. Dann folgt

la, —a| = |Re(c, —¢)| <|e,—c¢|<e fir n>nyg,

b, —b] = |Im(c, — )| <|e,—c| <e fir n>ny.
Mithin konvergieren die Folgen (a,) und (b,) und es gilt

lima, = Rec, limb, =Imec.

(ii) = (i): Sei a := lim a,, b := lim b,,. Zu vorgegebenem ¢ > 0 existieren dann

ny, N9 € N mit
1
\an—a|<§\/§5 fir n>n,
1
|bn—b|<§\/§5 fir n>n,.

Setzt man ¢ := a + ib, so folgt fiir alle n > max{ny,no}

1 1
lcn —¢| = v/ (an — a)2 + (b, — b)? < 562—1-552:5.

Also konvergiert die Folge (¢,,) gegen ¢ = a + ib. O

Bemerkung

Der Leser verdeutliche sich, dass wir im vorangehenden Beweis geschlossen ha-
ben wie im Beweis von Satz 1.5.8. In der Tat kann man unser Resultat auch
so deuten: Der Konvergenzbegriff fiir Folgen komplexer Zahlen basiert auf der
euklidischen Metrik von C, der Konvergenzbegriff fiir Paare von Folgen reel-
ler Zahlen basiert auf der Maximummetrik von C. Da beide Metriken gleiche

Topologien erzeugen, hat man gleiche Konvergenzbegriffe.
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2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen FT1I

2.14

2.1.5

2.1.6

Wie im Reellen wird der Begriff der Cauchy—Folge definiert.

Definition (Cauchy—Folge)
Fine Folge (¢p)nen komplexer Zahlen heifst Cauchy—Folge, wenn zu jedem & > 0

ein ng € N existiert, sodass gilt:

| — cm| < e fir alle m,n >ng.
Man beweist nun vollig analog wie Satz 2.1.2 den

Satz

Folgende Aussagen tber eine Folge (¢,)nen komplexer Zahlen sind dquivalent:
(i) (cn)nen ist eine Cauchy—Folge.

(ii) Die beiden reellen Folgen (Re ¢y )nen und (Im ¢y )nen sind Cauchy—Folgen.

Es eriibrigt sich hier die detaillierte Durchfithrung des Beweises. Aus Satz 2.1.5

folgt unmittelbar das Cauchysche Konvergenzkriterium im Komplexen.

Satz

Folgende Aussagen iiber eine Folge (¢p)nen komplexer Zahlen sind dquivalent:
(1) (cn)n>o0 ist konvergent.

(ii) (¢n)n>o ist eine Cauchy—Folge.

Beweis:
(i) = (ii): Sei € > 0 vorgegeben, sei ng so gewihlt, dass
5
len, —c] < 5 fir alle n >mng, wobei c¢:=limc,.

Dann gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir alle n,m > nyg

e €
|cn—cm|§|cn—c|—|—|c—cm|<§—l—§=8.

(ii) = (i): Nach Satz 2.1.5 sind (Re ¢;,) >0 und (Im ¢, ),,>0 reelle Cauchy—Folgen.
Da der Korper R wollstindig ist, konvergieren diese beiden Folgen in R gegen
Zahlen a,b € R. Nach Satz 2.1.2 konvergiert dann (c,,),>0 gegen a+ib. O

Satz 2.1.6 besagt, dass C wie R ein vollstindiger, bewerteter Korper ist.

Auch im Komplexen gilt der Satz von Weierstra3—Bolzano.
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2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen FT1I

2.1.7

2.1.8

Satz

Jede beschrinkte Folge (¢,)nen komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teil-

folge.

Beweis:
Sei M € R so beschaffen, dass |¢,| < M fiir alle n € N gilt. Dann gilt auch

|Rec,| <M und |Imc,| <M firalle neN.

Nach dem Satz von Weierstrafi-Bolzano fiir reelle Folgen gibt es eine Teilfolge
(Cmgs Cmy s Cmy» - - -) der Folge (¢,), sodass die Folge (Re ¢, )ren konvergiert. Da
mit der Folge (Im¢,) auch die Teilfolge (Im ¢,,,, ) beschrénkt ist, gibt es, wieder
nach dem reellen Satz von Weierstra—Bolzano, eine Teilfolge (¢, Cnys Crys - - -)
der Folge (¢, )ken, sodass die Folge (Im ¢, )ren konvergiert. Dann ist auch
(Re ¢, Jken als Teilfolge der konvergenten Folge (Re ¢, )ren konvergent. Nach

Satz 2.1.2 konvergiert jetzt die Folge (cy, )ken- a

Wir kommen nun zu den Limesregeln fiir konvergente Folgen, die wortlich wie

im Reellen gelten und bewiesen werden (Ubungsaufgabe!).

Satz
Es seien (¢y)nen und (dy,)nen 2wei konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann
qilt:

(1) Die Summenfolge (¢, + dy)nen st konvergent, es ist

lim (¢, +d,) = lim ¢, + lim d, .

n—00 n—00 n—00
(2) Die Produktfolge (c,d,)nen ist konvergent, es ist

lim (¢,d,) = lim ¢, - lim d, .
n—o0 n—oo n—oo

(3) Ist limd, # 0, so gibt es ein ng, sodass d,, # 0 fir alle n > ng, alsdann

ist die Quotientenfolge | < konvergent, es ist
"/ n>ng

In (1) und (2) ist enthalten:

lim(a-¢,+b-d,) =a- lim ¢, +b- lim d, fiiralle a,beC.

n—oo n—oo n—oo

Wir notieren weiter:
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2.1 Konvergente Folgen komplexer Zahlen FT1I

2.1.9

2.1.10

Satz

Es sei (¢n)nen eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

(1) Die Folge (€,)nen konjugiert komplexer Zahlen ist konvergent, es ist
lim ¢, = lim ¢, .

(2) Die Betragsfolge (|cn|)nen Teeller Zahlen ist konvergent, es ist
lim |c,| = | lim ¢,].
n—oo n—oo

Beweis:

Sei ¢ := lim ¢,, etwa ¢ = a + bi, a,b € R. Dann gilt
n—oo

a= lim (Rec,), b= lim(Imc,).
n—oo n—oo

zu (1): Aus den vorangehenden Regeln folgt:

lim ¢, = lim(Rec, —ilme,) = lim (Rec,) —i lim (Im¢,)
n—00 n—00 n—r00 n—00

= ag—tb=c¢c= lim ¢c,.
n—oo

zu (2): Es gilt |c,|> = ¢,¢, und also wegen (1) unter Verwendung von Satz
2.1.8,(2):

Jim fef? = (fm ) fimy ) = 7 = e
Nun weifl man aus der reellen Theorie, dass fiir jede konvergente Folge (7,)n>0

reeller Zahlen 7, > 0 auch die Wurzelfolge (/77)n>0 konvergiert und dass
lim /r, =, /lim r,. Dies hat hier zur Folge

n—oo n—oo

lim |e,| = |c| = | lim ¢,]. O

Aufgabe

Es bezeichne Q C R den Kérper der rationalen reellen Zahlen und
Q) ={z=z+iyeC:z,ycQ}
die Menge aller ,rationalen komplexen Zahlen“. Zeigen Sie:

(a) Q(i) ist ein Korper.

(b) Q(z) ist abzahlbar (d. h. es gibt eine Folge (z,)n>0, deren Elemente genau
alle Elemente von Q(7) durchlaufen).

(¢) Q) liegt dicht in C, d. h. zu jeder komplexen Zahl ¢ € C gibt es eine

Folge (¢n)n>0, ¢n € Q(i), die gegen ¢ konvergiert.
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.1

2.2.2

2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen

Ist (cn)nen eine Folge komplexer Zahlen, so heifit (wie im Reellen) die Folge

n
(Sn)neNa Sp = Z cy € Cu
v=0

&)
der Partialsummen eine (unendliche) Reihe; sie wird mit ) ¢, bezeichnet, die

v=0
Zahlen ¢, heiflen die Glieder der Reihe.

Die Folge (c¢,)nen ist die Partialsummenfolge der Reihe Y d,, wo dy := ¢y,
v=0
d, == ¢, — c,_1 fur n > 1.

Definition ((absolut) konvergente Reihe)

Fine unendliche Reihe Y ¢, komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn die
v=0

Folge (Sp)nen der Partialsummen s, = Y ¢, konvergiert, man schreibt dann
v=0

[o¢]

E ¢, := lim s,.
n—oo

v=0

Die Reihe ) ¢, heif$t absolut konvergent, wenn Y |c,| konvergiert.

suggestiv

v=0 v=0
oo
Warnung: Das Symbol ) ¢, bedeutet also zweierlei: zum einen die Folge
v=0

n
(Z cl,> der Partialsummen, zum anderen im Falle der Konvergenz den
=0 neN

Limes

n
lim E Cy .
n—oo
v=0

Beispiel

Das Standardbeispiel einer unendlichen Reihe, die uns immer wieder begegnen

wird, ist die unendliche geometrische Reihe »_ z¥, z € C. Fir die Partialsum-
v=0

men s, := »_ 2" gilt die Summenformel (vgl. § 1.1):
v=0

1— n+1
sn:—z fir alle z#1.
1—=2
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.3

2.24

Da 2" fiir jedes z € C mit |z| < 1 eine Nullfolge ist, so folgt

- 1

g z”zl fir alle 2z € Cmit |2| < 1.
—z

v=0

Der Leser wird erwarten, dass fiir unendliche Reihen im Komplexen die grund-
legenden Sétze, die im Reellen wohlbekannt sind, iiberleben. Dies trifft zu, wir

beginnen mit

Satz (Caucg)ysches Konvergenzkriterium fiir Reihen)

Fine Reihe Y ¢, komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn zu jedem
v=0
e >0 ein ng = no(e) € N ezistiert, sodass gilt:

n
Yo

v=m

<e firalle n>m>ng.

Beweis:

p
Bezeichnet s, := ) ¢, die p-te Partialsumme, so ist
v=0

n
E Cy =58 — Spm-1, m=1.
rv=m

Die angegebene Bedingung besagt daher gerade, dass die Folge (s,),>1 eine
Cauchy-Folge ist. Die Behauptung folgt daher aus Satz 2.1.6. O

Korollar

o
Jede absolut konvergente Reihe Y ¢, ist konvergent, es gilt
v=0

0
e
v=0

0o
<2 lel
v=0

Beweis:
(o)

Da > ¢, absolut konvergiert, gibt es nach Satz 2.2.3, angewendet auf »_ |c, |,
v=0 v=0
zu jedem ¢ > 0 ein ny € N; sodass gilt:

n
Z]cy|<€ fiir alle n>m > ng.

v=m
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.5

Daraus folgt:

n n
‘ch §Z|CV|<5 fir alle n>m >ng.

rv=m v=m

Nach Satz 2.2.3 konvergiert daher > ¢,. Wegen
v=0

n n o0
>oaf <Dl <Y lal <o
v=0 v=0 v=0

gilt
>af <X lal 0
v=0 v=0

Aus Satz 2.2.3 folgt weiter (der Leser reproduziere den Beweis aus der Infini-

tesimalrechnung):

FEine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingunyg fiir die Konvergenz einer

Reihe Y ¢, ist, dass die Folge (c,)n>0 der Reihenglieder eine Nullfolge ist:
v=0

lim ¢, =0.

n—oo

Héaufige Anwendung bei Konvergenzuntersuchungen finden das Majorantenkri-

terium und das Quotientenkriterium.

Satz (l\éloajorantenkriterium)

Es sei > ¢, eine unendliche Reihe, ¢, € C. Es gebe eine konvergente Reihe
v=0

[o.¢]
> t, mit lauter nicht-negativen reellen Gliedern t, und ein ny € N, sodass fiir
v=0
alle v > ny qilt:
le,| < t,.

Dann konvergiert die Reihe » ¢, absolut; fir jedes m > ny gilt:
v=0

o (0.)
el b
v=m v=m

Beweis:
Zu vorgegebenen ¢ > 0 existiert ein ny € N, sodass gilt:

n

Z ley] < Z t, <e furalle n>m > max{ng,n}.

rv=m vr=m
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.6

Nach Satz 2.2.3 folgt die absolute Konvergenz von »_ ¢,. Fiir alle n > m > ny
v=0

n n 00
dlelsd <y b,
v=m v=m v=m

gilt

daher folgt

o 9]
el b O
v=m v=m

Satz ((gouotientenkriterium)

Es sei > ¢, eine Reihe, es gebe ein ny € N, sodass ¢, # 0 fir alle v > ny. Es

v=0
gebe weiter eine reelle Zahl g mit 0 < q < 1, sodass gilt:

Cu4+1

<q firalle v>n;.
¢y

Dann konvergiert die Reihe >, ¢, absolut. Fiir jedes m > ny gilt die ,Rest-
v=0

E

abschdtzung“
|Cm’

¢ < ——
\ v

v=m

Beweis:
Es gilt |c,41] < ¢|e,| fiir alle v > ny. Daraus ergibt sich sofort fiir jedes feste

m > ny durch vollstdndige Induktion
lemis] < lemlg?  fiivalle j=1,2,...

Die Reihe z |cn, |¢7 ist daher eine Majorante von Z ¢,. Da die geometrische

j=0 v=ni

Reihe Z ¢’ wegen 0 < g < 1 konvergiert, folgt die absolute Konvergenz von

=0
oo o0
>~ ¢, und damit auch die absolute Konvergenz von ) ¢, aus dem Majoran-
v=ni v=0

tenkriterium. Fiir alle m > ny gilt dabei
Cm
D3RS SED o e 0

Das Rechnen mit absolut konvergenten Reihen ist bedeutend einfacher als das

Rechnen mit konvergenten Reihen, da Reihen mit positiven Gliedern bequemer

zu handhaben sind. Wegen

max{|Real,|Imal}) < |a| < |Rea| + |Imal
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.7

2.2.8

ist klar, dass eine komplexe Reihe ) a, genau dann absolut konvergiert, wenn
die reellen Reihen > Rea, und > Ima, beide absolut konvergieren. Von be-

sonderer Bedeutung ist

Satz (Umordnungssatz)
Ist > a, absolut konvergent, so konvergiert jede ,Umordnung® dieser Reihe,

genauer gilt

Z Ar(y) = Z a, fir jede Bijektion 7 :N — N.

v>0 v>0
Beweis (durch Reduktion auf den reellen Fall):
Mit > a, konvergieren auch ) S Rea, und ) Ima, absolut. Es folgt >~ Rea, =
> Rearu) und > Ima, = > Imary. Dastets > a, = Y Rea, +i) Ima,
gilt, erhélt man die Behauptung. O

In der Literatur nennt man den Umordnungssatz auch manchmal das ,, Kom-

mutativgesetz fiir unendliche Reihen®.

Beispiele
(1) Exponentialreihe: Wir definieren fiir jedes z € C die Exponentialreihe durch

o0 v

z
expzzzzg, wobei 0!':=1, vl:=1-...-vfirv>1.
v=0 '

Wir zeigen: Die Exponentialreihe ist fiir jedes z € C absolut konvergent.

Beweis:
Der Fall z = 0 ist trivial. Sei z € C* fest vorgegeben. Wir wihlen m € N so
grof}, dass m > 2|z| — 1 gilt. Fiir alle v > m gilt dann

ZV+1
Camyi D CI R I B
£ v+1 " m+1— 2’
somit folgt die Konvergenz aus dem Quotientenkriterium mit ¢ := % O

Die im Satz 2.2.6 angegebene Abschétzung liefert sogleich eine , Restglied-

abschitzung®, namlich:
m—1
Es gilt expz = > Z + 1p(2), wobei
v=0
2™

1
rm(2)] £2—5 fir alle z € C mit |2] < §(m—i— 1).
m!
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

Speziell ist | exp z — 1| < 2|z| fir |z| < 1.

Beweis:
<

Es gilt 7,(2) = > ¢, mit ¢, := 2. Nach dem eben Gezeigten gilt

Cy+1
(&%
v=m

q := 3 fiir alle v > m, so lange |z| < 5 (m + 1). Daher folgt nach Satz 2.2.6

el _ el

< -
(2] < {20 =200

1
fir alle |z| < E(m—l—l). O

(2) Binomialreihe: Fiir jede natiirliche Zahl o > 0 gilt die binomische Formel

g

(1+42)7 = Z (Z)z” fir alle z e C.

v=0

Wir definieren nun allgemein fiir jede komplere Zahl ¢ € C den Binomial-
koeffizienten (Z) durch

()1 () tr=rstee, voa

Die Reihe N
o
b,(2) := v
heiBt die Binomialreihe (zu o). Fiir natiirlichen Zahlen o bricht diese Reihe
mit dem Term (g)z" = 27 ab; fiir alle 0 € C\ N, handelt es sich um eine
unendliche Reihe, z. B. ist

boi(z) == Vi_o% (_Vl) 2 = i%(—l)”z” = 2(—2)”

die alternierende geometrische Reihe, die nach 2.2.2 fiir alle z mit |z| < 1
konvergiert, wobei gilt:
boi(z) = (142",

Wir zeigen nun: Die Binomialreihe b,(z) zu o € C konvergiert fiir alle z € C
mit |z| < 1 absolut.

Beweis:

Sei z € C* mit |z| < 1 fest vorgegeben. Wir wihlen £ > 0 so klein, dass fur

q = [2|(1 + ¢) die Ungleichung 0 < ¢ < 1 gilt. Nun ist lim |2=| = 1, daher
V—r00
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

2.2.9

2.2.10

gibt es ein m € N, sodass fiir alle v > m die Abschétzung [7%] < 1+ € gilt.
Aus

(,,il)ZVH B olo—=1)...(c —v)V!  o-—vV

O Dielo—1).(o—v+1) vt

folgt dann fiir alle v > m

(l/il) ZV+1
NOES =|z|- <|z|(1+€)—Q<1
daher ist b,(z) nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent. O

(3) Logarithmische Reihe: Die Reihe

=3

v=1

V+1

heifit die logarithmische Reihe. Wir zeigen: Die logarithmische Reihe ist fiir
alle z € C mit |z| < 1 absolut konvergent.

Beweis:
Sei z € C* mit |z| < 1 fest vorgegeben. Fiir alle v gilt dann

Zu+1
v+1
ZV
v

= — < <1
=l =g <l =g <1,

daher folgt die Behauptung aus dem Quotientenkriterium.

Aufgabe

Beweisen Sie folgende Konvergenzaussagen:

(a) Ist ((,)u>0 eine konvergente Folge und > b, eine absolut konvergente Rei-
v=0

he komplexer Zahlen, so ist die Reihe > b,(, absolut konvergent.
v=0
(b) Ist (cl,)l,>0 eine Folge komplexer Zahlen mlt Rec, > 0 fiir alle v > 0,

sodass Z ¢, und Z 2 konvergieren, so ist Z % absolut konvergent.
v=0 v=0 v=0

Aufgabe
Eine unendliche komplexe Matrix (a,,)uven heiit TOEPLITZ -Matriz, wenn
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
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2.2 Konvergente Reihen komplexer Zahlen FTI

(1) Es gibt eine reelle Zahl A > 0, sodass gilt »_ |a,,| < A fiir alle 4 > 0
v=0

(absolute Zeilenkonvergenz),
(2) lim a,, =0 fir alle v > 0 (Spaltenlimesbedingung),

—00
(3) lim <Z au,,> = 1 (Zeilensummenlimesgleichung).
=00 \ =0

Zeigen Sie, dass fiir jede TOEPLITZ-Matrix (a,,) folgendes gilt:

(a) Fiir jede konvergente Folge ((,),>0,(, € C, existieren alle Limites

o0

2y ::ZaWCVEC, uw>0.

v=0

(b) Die Folge (z,),>0 konvergiert, es gilt

lim z, = lim ¢, (Permanenzgleichung)
HU—>00 v—00

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass aus (1) bereits (a) und aus (1) und (2)
bereits (b) fiir den Spezialfall lim, ., (, = 0 folgt. Zeigen Sie dann unter
Benutzung von (3), dass (b) allgemein richtig ist.
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2.3 Multiplikationssatz FT I

2.3.1

2.3 Multiplikationssatz

Sind Y ¢, Y d, konvergente bzw. absolut konvergente Reihen, so ist fiir alle

n=0 n=0
o

a,b € C auch die Reihe )’ (ac, +bd,,) konvergent bzw. absolut konvergent und
n=0

Z(acn+bd —ach—i-bZdn,

n=0

es gilt

wie unmittelbar aus den Limesregeln des Abschnlttes 2.1 folgt. Es liegt die

[e.e]

Frage nahe, ob man auch das Produkt ( > cn) . ( > dn) als unendliche Reihe
n=0

n=0

o0
> pn schreiben kann, deren Glieder p, in einfacher Weise durch die Glieder
n=0
¢;, dj der Ausgangsreihen ausgedriickt werden. Es gibt ein einfaches Verfahren,

ein moghches Blldungsgesetz fiir die Glieder p, zu ,,erraten Man geht von

den Reihen Z Cn, Z d,, zu formalen Potenzreihen Z e X", Z d, X" in einer
n=0 n=0 n=0 n=0
,, Unbestimmten® X {iber und rechnet das unendliche Produkt

(co+ e X +coX?4..) (do+ di X +doX?+..))

nach den herkommlichen Klammerregeln aus, wobei man sich iiberhaupt nicht
um Konvergenzprobleme schert. Fasst man wieder nach Potenzen von X zu-

sammen, so erhilt man die formale Potenzreihe
codo + (c1dy + codi) X + (cady + c1dy + coda) X> + . ..,

also
n

ian” mit p, = ch_l,dl, cC.

n=0 v=0
Wir vergessen jetzt wieder die formalen Potenzreihen, benutzen jedoch die

gewonnenen Formeln zur

Definition (Cauoghy—Produkt von Reihen)

Es seien Z Cn,s Z d, zwei (nicht notwendig konvergente) Reihen komplezer
=0
Zahlen. Dann hezj}t die Reihe

an mit pn::i:cn,,d,,, n=0,1,2,...
n=0 v=0

das Cauchy—Produkt der Reihen Y ¢, Y. dp.

n=0 n=0
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2.3 Multiplikationssatz FT I

Der folgende nicht triviale Satz zeigt, dass Definition 2.3.1 eine gute Definition

ist.

2.3.2 Satz (Multiplikationssatz)

Es seien > ¢, und > d, absolut konvergente Rethen. Dann ist auch ihr
n=0 n=0

Cauchy—Produkt > p, absolut konvergent und es gilt:

= () (L)

Beweis:

Wir setzen zur Abkiirzung

o o n
c::E Cn d::E dy , sn::E D -
n=0 n=0 k=0

Wir zeigen als erstes, dass die Folge (s,)n>0 gegen cd konvergiert:

o0
lim s, = E pr = cd.
n—oo

k=0

Wir fiihren eine Hilfsfolge (s),>0 ein:

n n

o= (D) ().

k=0 k=0

Nach Satz 2.1.8,(2) gilt

lim s; = cd;
n—oo

deshalb geniigt es zu zeigen, dass (s} — s, )n>0 eine Nullfolge ist, d. h. dass gilt:

lim (s; —s,) =0.
n—oo

Wir schreiben die (n + 1)* Summanden von s} explizit hin:

*— . .
s, = E cid; .

0<i<n
0<j<n

Aus der Definition des Cauchy—Produktes gewinnen wir durch Umordnen

n n k n
Snzzpk:Z(ch_jdj> :Z Z Cidj: Z Cidj.
k=0 0 =0

k= i k=0 i+j=k i
0<i+j<n
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Alle hier stehenden Summanden (insgesamt —(n+1)2(n+2)

manden in der Summe fiir s} vor, bei Bildung der Differenz s} — s,, bleiben

) kommen auch als Sum-

genau diejenigen Produkte c;d; stehen, fiir die ¢ + j > n gilt. Setzt man
A, ={(i,j) e NxN:i<n, j<n,i+j>n},

so ist also
Sy — Sy = Z cid;
(i.4)€An
und folglich
|sr — sn| < Z lc;d;|  fiir alle n>0.
(i.7)€An
Um die hier rechts stehende Summe abzuschétzen, beachten wir, dass nach

o0 o
Voraussetzung die Reihen ) |c,| und ) |dg| konvergieren, daher ist auch die

k=0 k=0
Folge
(Bu)nso it S, i= <Z|ck|> <Z|dk|>
k=0 k=0

konvergent; es gibt also zu vorgegebenen £ > 0 ein ny € N, sodass
S — Sno| <& fiiralle n >ng.
Nun ist

S0 = Sno= Y lads],

(,5)€Bn

wobei
B, ={(i,j) e NxN:i:<n,j <n}\{(i,7) e NxN:i<ng, j<ng}.
Es gilt (vgl. Figur 2-1)
A, C B, firalle n>2ng.

Damit folgt fiir alle n > 2ny:

[sh—snl < D0 ladi| < 37 Jadi| =[5 =S| <,

(4,§)€EAR (4,3)€Bn

womit wir lim (s} —s,) = 0 und also ) pr = cd bewiesen haben. Es bleibt

o0
noch die absolute Konvergenz von Y py zu beweisen. Dazu betrachten wir das
k=0
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2.3 Multiplikationssatz FT I

No n 1

Figur 2-1

o0 o0 o0

Cauchy—Produkt _ p!, der Reihen > |c,|, > |d,|, esist alsop, = > |ca_u||dy],
n n n v=0

=0 =0 =0

n > 0. Nach dem bisher Bewiesenen konvergiert die Reihe > pl,. Es gilt
n=0

|pn| = ’ Z Cnfudz/
v=0

< Z |C7L*z/dz/‘ :p; > 0.
v=0

o0
Daher konvergiert auch > |p,| nach dem Majorantenkriterium. O
n=0

2.3.3 Bemerkung . .
Die absolute Konvergenz der Reihen > ¢,, > d, ist wesentlich fiir die Giiltig-

n=0 n=

0
keit des Multiplikationssatzes. So konvergiert z. B. die reelle Reihe

— (="
nzz() vVn+1’

das Cauchy—Produkt dieser Reihe mit sich selbst ist die Reihe

> 1 1 1 1 1
—1)" =4 ...+
2. )(m V2 V-T2




2.3 Multiplikationssatz FT I

2.34

die nicht konvergiert (die Glieder bilden nicht einmal eine Nullfolge!).

oo oo

Die Gleichung ( >oec ) ( E d ) > pr lésst sich jedoch auch unter schwécheren
n=0 n=0

Voraussetzungen als den i 1m Satz 2.3.2 gemachten beweisen. So lésst sich z. B. zeigen,

dass es geniigt, eine der folgenden Voraussetzungen zu machen:

o0 o0
(a) Beide Reihen >’ ¢, > d,, konvergieren, wenigstens eine dieser Reihen konver-
n=0 n=0
giert absolut.

(b) Alle drei Reihen ) ¢, Y dpn, > pn sind konvergent.
n=0 n=0 n=0

Beispiele

(1) Additionstheorem der Exponentialreihe: Fiir alle zq, zo € C sind die Reihen

00 00
3 21 3 )
eXp 21 = 1 eXp 29 = ]
n n:

n=0 n=0

nach 2.2.8 absolut konvergent. Fiir ihr Cauchy—Produkt ) p, gilt also
n=0

an = (exp z1)(exp z2) .

Wir bestimmen p,,. Per definitionem gilt

Nun ist

11 1/(n
(n—v) vl nl\v

und es folgt nach der binomischen Formel (vgl. 1.1)

d. h.

21+Zg)n
Zp"—nZ;T'

Damit ist gezeigt: Fiir alle zq, 2o € C gilt

exp(z1 + 22) = (exp z1) - (expz2). (Additionstheorem der Exponentialreihe)
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2.3 Multiplikationssatz FT I

Diese Funktionalgleichung wird im Abschnitt ?? noch ausfiihrlich diskutiert
und exploitiert. Einen ,,Reihen-freien® Beweis des Additionstheorems geben

wir in ?77?.

(2) Funktionalgleichung der Binomialrethen: Sind o, 7 € C beliebig, so sind fiir

jedes z € C mit |z| < 1 die Binomialreihen
bs(2) = nZ% (n)z , be(2) = 2 (n>z

nach 2.2.7 absolut konvergent. Fiir ihr Cauchy—Produkt ) p, gilt also

n=0

> pn=0o(2) - b:(2).

Wir bestimmen p,,. Per definitionem gilt

u o T u o T
n — . V=2" s =0,1,2,...
= (5 G =2 L))

V=

Nun zeigt man wie im Reellen durch Induktion nach n, dass stets

Z( “ >(T):<O+T> firalle o,7€C, n>0.
n—v)\v n

v=0

Damit folgt

und also

gpn = i (U Z T> 2" = Dgyr(2).

n=0

Insgesamt ist gezeigt: Fiir alle o,7 € C und alle z € C mit |z| < 1 gilt
botr(2) = bs(2) - b;(2). (Funktionalgleichung der Binomialreihe)
Da by(z) = 1+ z, so hat man speziell
bo(2) = (1 + 2)bo s (2)
Wir werden spéter sehen, dass fiir alle o € C gilt:
bo(z) = (1+2), |z] <1,

dabei hat man allerdings die Potenzen a?, a € C, ,richtig” zu definieren.
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2.3 Multiplikationssatz FT I

2.3.5 Aufgabe

L

Beweisen Sie das (in 2.3.4,(2) beim Beweis der Funktionalgleichung der Bino-

mialreihen benutzte) ,, Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten*:
Z( ? )(T>:(U+T) firalle o, 7€C, n>0.
f=\n—v)\v n

Hinweis: Induktion nach n unter Benutzung der ,, wohlbekannten* Identitét

(n )+(n):(n—|—1)7 vvneN, v>1;
v—1 v v

multiplizieren Sie obige Gleichung mit ¢ + 7 — n und formen Sie , geschickt*

um.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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Losungshinweise zu Kurseinheit 1 FTI

1.1.9

1.3.6

Losungshinweise zu Kurseinheit 1

144

Fiir ¢ := = gilt

. . . .2 .
0—21+Zgéiilg—l4—lii—l —%—i, also Rec=0, Imc=1.
—1 7

N4
Sei d := (%) . Wegen \/54 = 4 und der binomischen Formel

(1+i) ' =1+4i+6°+4°+i*=1+4i—6—4i+1=—4

gilt
d=—-1, also Red=-1, Imd=0.

Es gilt

L+ = ((A+)")" = (20)",

1-9) = (1-9)°)"=(-20)",
also

Zon = (20)" + (=20)" =2"(1 + (—1)")i" firalle n>1.

Wir sehen

{ 2-2"(—1)2 fiir gerade n,
Zon =
0 fiir ungerade n.

Speziell Im zy,, = 0 fiir alle n. Letzteres folgt iibrigens einfacher wegen

Zop = (L+a) 4+ (1—0)* = (L4i)* + (1 —i)>

Mit obigen Trick lisst sich auch zg,41 = (1 +4)?"™ + (1 — i)>"™! sofort aus-

rechnen, man schreibt

s = (L4014 + (1)1 —0)™
= (L+4)-2%" + (1= i)(=1)" - 2""
= 2"(1 4+ (=1)™)i"+2"(1 + (—1)n+1)i”+1 .

= (1= i) [HGZﬂ |
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1.3.7

1.3.8

Da 1 = nach 1.1.9 und |1 — i| = /2, so folgt
|2n] = [1 —d]"[1 +4"| = (\/ﬁ)n\l +"| fiiralle n>1.

Man unterscheidet nun die vier Félle, wie sich n bei Division durch 4 verhélt.

1. Fall: n = 4m. Dann ist /2" = 4™, i" = 1, |1 4+ i"| = 2 und also
|z4m| =2-4™, m >1 (Dies ist auch klar nach 1.1.9.)

2. Fall: n = 4m + 1. Dann ist v/2" = /24", " =4, |1 +4"| = v/2 und also
|Z4mer| =2-4™, m>1.

3. Fall: n = 4m + 2. Dann ist i" = —1, also |1 + i"| = 0 und also

|24ms2/ =0, m >1 (auch klar nach 1.1.9).

4. Fall: n = 4m + 3. Dann ist \/§n = 2\/5-4’”, i"=—i, [1+4" = V2 und also

|Zamys| = 4™, m>1.

Wir sehen, dass z, = 0 genau dann gilt, wenn n bei Division durch 4 den Rest
2 gibt.
(b) Es gilt Im(%%) = 0 genau dann, wenn ¢ := =2 € R. Dies gilt fiir z € C
genau dann, wenn z = at + b mit ¢t € R. Es folgt

L={z€C:z=at+b, t R}
Die Punkte von L bilden genau die Gerade in C durch b € C in Richtung des
Vektors a.

Fir z = z+iy gilt Re z = |z| genau dann, wenn = = /22 + y2. Dies impliziert
x> 0und 22 = 22 + 2, d. h. y = 0. Wir folgern: Genau die nicht negativen

reellen Zahlen haben die Eigenschaften |z| = Rez.

Die rechte Seite der behaupteten Gleichung schreibt sich per definitionem
(2121 + 29Z2) (W1 W7 + Walla) — (21Wa — 20W1 ) (Z1we — Zown) -
Ausrechnen liefert

2121w1w1 + Zlglwgwg -+ zﬂgwlﬁl + ZQ?Q'LUQ@Q

— 21{W9Z1We + 21WaZoW1 + 20W1Z1We — 2oW1ZoW1 .
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1.4.3

1.6.7

Es bleibt {ibrig

lel’wlwl + legzgwl + szlzlwz + ZQEQQUQEQ

= (lel + Zng)(Elwl -+ 52@2) = |21w1 + 22w2|2 .

Ist p= X"+ ¢ X" '+ ...+ ¢, € C[X] irgendein Polynom und 2; € C eine
Nullstelle von p, d. h. p(z;) = 0, so gilt

p=p-—pz)=X"—2)+a(X" =47+ e (X - a).
Wegen der geometrischen Summenformel
X -2l = (X —2)(X0 P X072 4+ 427, j=1,2,...

folgt
p=(X—z)¢ mit ¢eClX].

In dieser allgemeinen Abspaltungsaussage ist Aufgabe 1.4.3 enthalten:

X+ B8X +y=(X—2)g

mit linearem Polynom ¢. Es muss notwendig ¢ = X — 25 gelten! Natiirlich kann

man im quadratischen Fall die Identitét
X2 BX +y=(X —2)(X — 2)

auch einfach durch stures Ausrechnen der rechten Seite verifizieren: es handelt
sich hier im iibrigen um nichts anderes als um den aus der Tertia bekannten

Vietaschen Wurzelsatz

ntz=—B, znzm=17.

(a) Die Zahl k := mn leistet das Verlangte, da
(En)™ = () Gy = 11" = 1,

(b) Mit (', ¢" € G gilt (' - (" € G, was man analog zu (a) beweist. Mit (' € G
gilt auch ¢'"' € G, denn ¢'* = 1 mit s € Z impliziert (¢'"")~* = 1. Also ist
G Gruppe, wegen G C C* ist G abelsch. G hat oo viele Elemente, da es zu

jedem [ > 1 genau [ verschiedene Einheitswurzeln gibt. Seien (;,...,(; € G
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1.6.8

2.1.10

beliebig. Es gibt positive ganze Zahlen ky, ..., k, mit Cfl =1,1 <14 < q. Sei
k:=Fk---ky > 1. Dann gilt

("=1 fiirjedes ¢(=¢'...¢", LEZ.

Da es nur k verschiedene Einheitswurzeln gibt und G unendlich ist, kann also

G nicht endlich erzeugbar sein.

(c) Im Falle £ =1 gilt 1 + &+ &%+ ... + ™1 = m. Andernfalls schliet man

aus

(1-OI4+E+E4 ...+ HY=1-¢"=0
auf 14+ €64+ 4. 4 €6m 1 =0.
(i) = (ii) Nach § 1.3 gilt

la+b]> = |a|® + |b]* + 2 Re(ab) .
Andererseits hat |a + b| = |a| 4 |b] zur Konsequenz
0+ B = [af + b +2laD].

Wir folgern
Re(ab) = |ab) .
Nach 1.3.7 resultiert
abeR und ab>0.

Wegen a,b € C* ist ab # 0, also ab > 0. Es folgt nun
|

b=ra mit r:=-—>0.
ab

(ii)) = (i): Es gilt |1 +7| = 1 + 7 und also
o+ bl = la+ral = [L+7[ a] = (1 +r)la] = [a] + rla| = [a] +[0].

Wegen [¢] = [n| = 1 gilt 5[§ +n| = 1 genau dann, wenn [§ + 7| = [ + |1
ist. Nach dem ersten Teil der Aufgabe folgt & = rn mit » > 0. Wegen 1 =
€| = |rn| = r folgt & = n. Alsdann ist 1 (£ +7n) = n auch in der Tat eine
Einheitswurzel.

zu (a): Nachrechnen zeigt, dass Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen
z,w € Q(7) stets wieder in Q(¢) liegen, da Q ein Korper ist. Ferner gilt 1 € Q(7).
Ist z € Q(i), z # 0, so gilt Z € Q(i), 2z € Q und also auch

1 2

27 =—¢eQ®).

z

I

82



Losungshinweise zu Kurseinheit 1 FTI

2.2.9

Mithin ist Q(¢) ein Korper.

zu (b): Aus der Infinitesimalrechnung weifl man, dass die Menge Q aller ratio-
nalen reellen Zahlen zu einer Folge (¢,,)n>0 abgezihlt werden kann. Dann ldsst

sich jedes z € Q(7) schreiben in der Form
z=q,+1qs, 1,5s€N.

Alle z € Q(i) kommen also vor in der unendlichen Matrix

qo + 1qo Q@ +iqn T qo+iq
{ /! N

q1 +1qo G+l ... @ tig
. Y :

qr + 190 g+t .. qrtig

Hieraus macht man eine Folge, indem man z. B. die Elemente nach der be-

kannten Diagonalmethode (vgl. Pfeile) durchléuft.

zu (c): Sei ¢ = a + ib € C beliebig, a,b € R. Nach bekannten Sétzen der
Infinitesimalrechnung gibt es zwei Folgen (a,,),>0 und (b,)n>o rationaler reeller
Zahlen a,, b, € Q mit

lim a, =a, limb,=>b (Q liegt dicht in R.)
n—o0

n—o0

Setzt man ¢, := a,, + ib,, so gilt ¢, € Q(i) und

lim ¢, =a+ib=c (nach Satz 2.1.2),

n—oo
also ist (¢,)n>0 eine gesuchte Folge.

zu (a): Als konvergente Folge ist die Folge ((,),>0 beschrénkt, d. h. es gibt ein
M > 0, sodass |(,| < M fiir alle v > 0 gilt. Es folgt

D Gl <MY |b| < 0.
v=0 v=0

Mithin ist ) b,¢, absolut konvergent.
v=0
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2.2.10

zu (b): Sei ¢, = a, + ib,, a,,b, € R. Die Konvergenz von Y ¢, impliziert die
v=0
Konvergenz von » a, (Satz 2.1.2 fiir Reihen). Wegen a,, > 0 und lim a, =0
v=0 V—00

gilt
a2 < a, fir fast alle v,

o
daher ist auch > a? konvergent.
v=0

[e.o] [e.e]
Die Konvergenz von Y ¢Z impliziert die Konvergenz von Y (Rec?). Da
v=0 v=0

(Recy) = a, — b},
o e e}
so ist mit > a? also auch Y b? konvergent. Wegen
v=0 v=0

eo|* = ay + b,
folgt damit die Konvergenz Y |c,|*.
v=0

zu (a): Da ) |a,,| fiir jedes p > 0 existiert und die Folge (¢, ),>0 konvergiert,

v=0
ist ) a,,(, konvergent nach 2.2.8 (a) fiir jedes p > 0; daher ist z, fiir alle
v=0
i > 0 wohldefiniert.

zu (b): Sei zunéchst lim ¢, = 0. Fiir jeden Index [ > 1 gilt
V—r00

l
2z, = Z Gy + Z Gy -
v=0

v>l

Ist nun € > 0 vorgegeben, so sei [ so grofl gewihlt, dass |(,| < 55 fiir alle v >
gilt. Auf Grund von (1) gilt dann

> € = 9 .
)Z(IWQ} §Z|GW||CV| < ﬂ2|a#y| S 5 fir alle /LZO
v>l

v>l v>l

Wir setzen weiter

B = max{1,|¢l,|Gl-...]1G]} > 0.

Wegen (2) gibt es dann zu den endlich vielen Indices 0,1, ..., eine natiirliche
Zahl k > 0, sodass gilt

|| <2(l+;1)B fiir alle @ > k und alle nu=0,1,...,[.
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Es folgt

) zl: e
v=0

l
< D lawl 1G]
v=0
l £
< B-;]awl <Bl+1)gpp =5 firalle p>Fk.

Insgesamt ist gezeigt:

<§+%:5 fir alle pu >k,

l
2l < awt
v=0

o
+ ‘ Z e
v>l

also lim z, =0.
U—>00

Sei nun lim ¢, =: ¢ € C beliebig. Dann ist (£,),>¢ mit &, = (, — ( eine
V—00 -

Nullfolge; nach dem eben Bewiesenen gilt daher

fi (Sows) =0
v=0

Nun bestehen fiir alle p > 0 die Gleichungen
2y = Z Gy = Z &y + Z G -
v=0 v=0 v=0

Da lim ( a,w> = 1 nach (3) gilt, so existiert lim z, nach Limesregeln und
0

H—00 \ T U—>00

zwar gilt
Jim = fin (3o o) + fim (3 anc) =€
wie behauptet.

2.3.5 Wir fithren Induktion nach n; die Félle n = 0 und n = 1 sind klar, z. B. ist fiir

OO0 (),

Sei die Behauptung fiir n > 1 bereits verifiziert. Dann gilt also

W6 2@+ (2)E) -+ ()

")
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oder, wenn man mit n! multipliziert und (Z) = #ly), beachtet:
olo—=1)...(c —n+1)
n—1
n
—1) — 1 —1)...(7— 1
—{—;(Vaa (c—n+v+1)r(r—1)...(T—v+1)
+ 7(r—=1)...(r—n+1l)=(c+71)o+T7—-1)...(c+T7—n+1).

Jetzt kommt der Trick des Induktionsschlusses! Man multipliziert diese Glei-
chung mit o + 7 — n, wobei man aber links beim v-ten Glied dies so deutet:
man multipliziert erst mit 7 — v, dann mit ¢ — n + v und addiert. Setzt man
abkiirzend A := (0 +7)(c +7—1)...(0c +7 —n), so entsteht

A= Z(V) (c—=1)...(c=n+v+1)r(r—=1)...(T—v+1)(t—v)
+7(r=1)...(r—n+1)(t—n)+o(c—1)...(c =n+1)(c —n)

n

+Z<V) (c—=1)...(c=n+v+1l)(c—n+v)r(tr=1)...(r—v+1).

Andert man in der ersten Summe den Summationsindex von v in v — 1 um,

so hat diese Summe die Form

Xn:( ! )U(J—1)...(0—n+V)T(T—1)...(T—V—|—1),

v—1
v=1
Jetzt lassen sich im Ausdruck fiir A die Summen zusammenfassen; es entsteht
A = o(c—1)...(c —n)
+ i S olo—1)...(c—n+v)r(tr—=1)...(r—v+1)
v—1 v
+ 7(r—=1)...(t—n).

Beachtet man (") + (7) = ("}") sowie A= (0 +7)...(c+7— (n+1)+1),

v

so ergibt sich, wenn man durch (n + 1)! dividiert:

(i) 65

+;ma(a—1)...(a—n+u)f(f—1)...<T—u+1)
(1)-20.)0):
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1.2

also gerade die Behauptung fiir n + 1.

Nachtrag zur Vorbemerkung von 1.2: Wegen «(0) = «a(0 + 0) = 2a(0) gilt
a(0) = 0. Aus (1) = 1 und a(n +1) = a(n) + (1) = a(n) + 1 folgt durch
vollstandige Induktion a(n) = n fiir alle n € N. Die Gleichungen

0=a(0) =a(n+(—n)) =a(n) +a(—n) =n+ a(-—n)

zeigen zusammen mit der obigen Aussage, dass a(z) = z fir alle z € Z gilt.

Ist z = > eine beliebige rationale Zahl (0. E. m > 1), so folgt a(z) = x wegen
n=an)=alm- -z)=a(m) alr)=m-a(z).

Nun beweisen wir, dass « eine streng monoton steigende Funktion ist; dafiir

seien x < 2’ beliebige reelle Zahlen und y > 0 mit y? = 2’ — x. Es gilt

a(z’) —a(z) = a(@)+ (-1a(z) = a(z') + a(—1)a(x)
= a(@) +a((-2)) = a(@’ + (-2)) = a(y’) = a(y)® > 0,

wobei die letzte Ungleichung echt ist, da die Injektivitit von o besagt

y# 0= aly) #a(0) =0.

Seien x und € > 0 beliebig aber fest; m € N sei so grofl gewéhlt, dass % <e

gilt. Fiir jede Folge von rationalen Zahlen (z,)nen, die gegen x konvergiert,

gibt es ein n(m) € N mit

1 1
n>nm) = ——<xr—o, < —.
m m

Aus der bereits bewiesenen Monotonie von « erhalten wir fiir alle n,n > n(m)

—L=a(-L) <alr)—a(z,) <a(x) =+, d h |o(z)—2,| < L < e. Hiermit

m

folgt a(z) = x fiir alle z € R.
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DIESE SEITE BLEIBT FREI.
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