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Studierhinweise zu Kurseinheit 7

Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren sagt aus, dass sich jeder
selbstadjungierte Operator A in der Form A = E (up) darstellen ldsst, wobei
u; : R — R die identische Funktion, uj(A) := A, ist. D.h. zu jedem selbst-
adjungierten Operator existiert eine Spektralschar F mit dieser Eigenschaft.
Weil diese auBerdem eindeutig bestimmt ist, spricht man von der Spektral-
schar des Operators. Der Beweis ist sehr umfangreich, und niemand wird von
Ihnen verlangen, dass Sie ihn in allen Einzelheiten reproduzieren kénnen. Sie
miissen aber seine Struktur kennen und sollten den eigentlichen Beweisgang,
der sich auf verschiedene Hilfsmittel stiitzt, griindlich durchgearbeitet haben.
Dazu gehort auch, dass Sie sich Klarheit iiber die Hilfsaussagen verschaffen. Zu-
mindest die Tatsachen miissen Ihnen hier vertraut sein. Deren Beweise, die mit
unterschiedlichem Aufwand gefiihrt werden, verlaufen zum grofien Teil mit ty-
pischen Hilbertraummethoden, sind also niitzliche Ubungsobjekte; jedoch ist
das genaue Durcharbeiten anderer Teile dieser Kursheinheit wichtiger. Grob
besehen verlauft der Beweis des Spektralsatzes so wie man es auch auf den
ersten Blick vermuten wiirde: Es wird eine Spektralschar angegeben und dann
dafiir gezeigt, dass das die Spektralschar fiir den Operator ist. Dabei ist die
Angabe von E gar nicht einmal kompliziert. Man muf3 sich nur die Definition
der Mengen M ([—A, A]; A) klarmachen und dann noch ein Verschiebungsargu-
ment verwenden. Der Beweis dafiir, dass F tatsédchlich die Spektralschareigen-
schaften hat und dass A = E(u;) gilt, erfordert allerdings einen erheblichen

technischen Aufwand.

Fiir konkrete Fragen ist die explizite Angabe der Spektralschar in diesem
Beweis von sehr begrenztem Nutzen, da die abstrakt definierten Mengen
M([=X, Al; A) oft nur schwer darstellbar sind. Es ist eher die Ausnahme, dass
man die Spektralschar in einer Form angeben kann, die in befriedigend direktem
Zusammenhang mit dem Operator steht. Jedoch ist die abstrakte Tatsache ih-
rer Existenz von grofier Bedeutung. Die Beispiele 3.4.9, 3.4.11 und 3.4.15 haben
also auch eher theoretischen Wert. Dennoch lassen sich daran einige typische
Aspekte der Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren studieren. Das
gilt auch fiir den wichtigen Satz 3.4.12, der besagt, dass sich jeder selbstad-
jungierte Operator als Multiplikationsoperator mit der Funktion u; darstellen
ldsst, wenn man nur den zugrundeliegenden Funktionenraum geeignet wéhlt.

Das Wichtigste an dem Beweis ist die Konstruktion dieses Funktionenraumes.
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Das wenigstens sollten Sie neben der Aussage des Satzes behalten. Der restliche
Teil des Abschnittes 3.4 enthélt einen ganz kleinen Ausschnitt von Anwendun-
gen des Spektralsatzes. FEin sehr wichtiger Aspekt dabei ist, dass man nun
recht allgemeine Funktionen eines selbstadjungierten Operators untersuchen
kann, was wir fiir spezielle Funktionen, ndmlich Polynome, in 3.1 ja schon an-
satzweise getan haben. Erste Resultate in dieser Richtung sind die Definition
des Betrages und die polare Zerlegung eines abgeschlossenen linearen Opera-
tors. Hier sind die Definitionen und Resultate wichtig. Beim Durcharbeiten der
Beweise zu den Punkten 13 und 16 - 19 férdern Sie wieder Thre Vertrautheit
mit diesen Begriffen. Hier konnen sie den Aufwand je nach Thren Moglichkeiten

dosieren.

Der Abschnitt 3.5 {iber das Spektrum selbstadjungierter Operatoren lasst sich
in drei Teile gliedern: In 1 - 3 erhalten wir Charakterisierungen des Spek-
trums und seiner bisher schon behandelten Unterteilungen iiber Eigenschaf-
ten der Spektralschar. In 4 - 6 wird eine weitere Unterteilung des Spektrums
in diskretes und wesentliches Spektrum vorgenommen und ebenfalls {iber die
Spektralschar charakterisiert. Auch hier gilt: Die Definitionen und Aussagen
der Sédtze sind wichtig, das Durcharbeiten der Beweise ist sehr empfehlenwert,
weil Sie hier den Umgang mit Spektralscharen iiben kénnen. Im dritten Teil
werden aus dem Bisherigen Folgerungen gezogen, die fiir praktische und ins-
besondere numerische Fragen von grofler Bedeutung sind. Sie sollten vor allem
beim Rayleighschen Prinzip 7 und beim Satz von Fischer-Polya die Aussagen
in groben Ziigen rekonstruieren kénnen. Die Beweise sind gar nicht so schwie-
rig. Wir empfehlen Thnen hier wieder das Studium wenigstens der Beweisideen.
Entscheidend bei diesem letzten Teil von 3.5 ist, dass Sie von diesen Moglichkei-
ten wissen, wenn Sie mit konkreten Fragen konfrontiert sind. Die angemessene
Wiirdigung der Ergebnisse ist ohne umfangreiche praktische Untersuchungen

sicher nicht moglich.
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3.4

3.4.1

Spektral-
satz fiir
selbstad-
jungierte
Operatoren,
Spektral-
schar eines
selbstad-
jungierten

Operators

Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir eine beliebige Spektral-
schar E in einem Hilbertraum H und eine reellwertige E -messbare Funktion
u:R — R der in 3.3.10 definierte lineare Operator E(u) selbstadjungiert
ist (vgl. 3.3.16¢)). Der Hauptsatz der Theorie der linearen Operatoren im Hil-
bertraum (der auf Hilbert und von Neumann zuriickgeht) besagt nun, dass
umgekehrt zu jedem selbstadjungierten Operator A genau eine Spektralschar
E existiert derart, dass A = [ AdE(X\) (d.h. also A = E(u) mit u(\) = X
fir jedes A € R) gilt. Fiir diesen Satz gibt es sehr viele Beweise (die alle
umfangreich sind); eine Aufstellung davon mit Literaturhinweisen kénnen Sie
Dunford-Schwartz [6], S. 927, entnehmen. Wir haben uns entschlossen, einen
neueren geometrischen Beweis des Spektralsatzes nach H. Leinfelder (A geome-
tric proof of the spectral theorem for unbounded self-adjoint operators, Mathe-
matische Annalen 242 (1979),85 - 96) darzustellen, der verhaltnisméafig direkt
mit den Wertebereichen der orthogonalen Projektionen des Spektralmafles ar-

beitet. Nun zur genauen Formulierung des Spektralsatzes.

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H . Dann

gibt es genau eine Spektralschar E in H, so dass

A://\dE(A).

E heifst die Spektralschar von A .

Die Grobstruktur des Beweises ist leicht zu iiberblicken: Es wird die Spektral-
schar E angegeben und anschlieflend gezeigt, dass dafiir A = [ X\ dE()) gilt.
Gemessen am Gesamtaufwand des Beweises ist die Angabe von E iiberra-
schend einfach, und dennoch ist das die Hauptidee des Beweises. Wir werden
so vorgehen, dass wir zunéchst in einer Reihe von Voriiberlegungen notwen-
dige Bedingungen fiir die Spektralschar angeben. Daraus kénnen wir ablesen,
wie E zu definieren ist, und erhalten auflerdem das wesentliche Hilfsmittel fiir
den Existenzbeweis. Wenn wir nédmlich bereits wissen, dass A eine Spektral-
schar E besitzt, lassen sich die Wertebereiche der Projektionen E([—\, )\])
fir jedes A > 0 einfach darstellen durch Mengen, die wir mit M([—\, A]; A)

bezeichnen. Damit ist aber, wie ein einfaches Translationsargument zeigt, die
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gesamte Spektralschar bereits festgelegt. Weit groflere Miithe beim Beweis des
Spektralsatzes machen dann die Beweise der Aussagen, dass einerseits die iiber
die Mengen M([—\, \]; A) definierte Schar von Projektionen tatséchlich ei-
ne Spektralschar ist und dass andererseits dies auch die Spektralschar von A
ist. Wir miissen dazu eine Reihe von Eigenschaften der Mengen M ([—A, A]; A)
nachweisen, die einigermaflen leicht einzusehen wiren, wenn wir wiiiten, dass
es sich dabei um die Wertebereiche von Projektionen handelt, die von einer
Spektralschar stammen; aber das konnen wir ja gerade nicht voraussetzen.
Dennoch ist es niitzlich, diesen Aspekt nicht aus dem Auge zu verlieren. Das
hilft jedenfalls bei der Einordnung der Einzelaussagen und zur Orientierung
im Gesamtbeweis. Fiir das Durcharbeiten des Beweises empfehlen wir Thnen,
sich zunéchst mit der Definition der Mengen M ([—A, A]; A) und allgemeiner
der Mengen M(J; A) zu beschiftigen, sich anschlieBend die Aussagen iiber
deren Eigenschaften klarzumachen ohne direkt in die entsprechenden Beweise
einzusteigen und dann sofort an den eigentlichen Beweis des Spektralsatzes
zu gehen. Der wird in zwei Phasen gefiihrt: einmal fiir den Fall beschréankter
selbstadjungierter Operatoren und dann durch einen entsprechenden Grenz-
prozef fiir i.a. unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren. Der wichtigste Teil
beim Nachweis der Gleichung A = [ X dE()) ist die Abschétzung der Diffe-
renz [ A dE(A) — [ u(N\)dE()), wobei ul" eine Treppenfunktion ist, deren
Bild diesmal tatséchlich wie eine Treppe mit konstanter Stufenbreite (unmittel-
bar oberhalb der Winkelhalbierenden) aussieht. Das entscheidende Hilfsmittel
fiir diese Abschétzung wird in 3.4.6b) bereitgestellt. In einem zweiten Durch-
gang sollten Sie sich dann mit den Einzelheiten der Beweise beschéftigen. Da
dabei eine ganze Reihe verschiedener Aspekte des bisher behandelten Stoffes
zum Tragen kommt, eignet sich das auch gut als Ansatz fiir eine allgemeine
Wiederholung.

Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir zur Entwicklung notwendiger Be-
dingungen fiir die Spektralschar. Es sei also E eine Spektralschar in dem
Hilbertraum H und A := E(ul) mit u;(A) ;= A fiir A € R. Ausgangspunkt
der Uberlegungen ist die Feststellung, dass fiir jedes A € R mit A > 0 und

jedes f € R(E([—A A]))gilt feD(A) und
IAfII < Al

Das ist eine einfache Folgerung aus den Eigenschaften des E -Integrals: Wegen

3.3.16¢) und 3.3.15¢) ist D (E\(ul)/E\(X[,AND D (E(ule,A])) — M, weil
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Xj—a und upx(—yy beschrinkt sind. Es folgt E( )f eD (E(ul)) fiir
jedes f € H. Ist insbesondere f € R (E([—A, /\])) , SO gllt (wegen 3.3.5)

[ = E([_/\ )‘ fX[ A)\] ) ( )f (X[ A)\])f € D(E(u1)> ; Wir

haben also R(E([ AN A])) C ( ) Wieder mit 3.3.16¢) erhalten wir
deshalb

Af = Bu)f=Eu)E (xian) f=E (uxiay) f

_ / HXoan (WA 1) f |

und mit 3.3.8 konnen wir abschéatzen

AP = / P X ()d (B2 f. f)

< ¥ / LB, f) = M| ]

Mit geringem Mehraufwand lisst sich einsehen, dass fiir diese f gilt ||A*f]| <
NE||£]l fiir jedes k € N. Interessant und von entscheidender Bedeutung fiir
den Spektralsatz ist nun die Tatsache, dass umgekehrt nur Elemente mit die-
ser Eigenschaft in R (E([—A, A])) liegen, d.h. die Mengen R (E([—A, A])) sind
durch die Eigenschaft ||A*f|| < M*||f]|, die ja formal mit der Spektralschar FE
nichts zu tun hat, charakterisiert. Das liefert die Moglichkeit, die Spektralschar
iiber - jedenfalls prinzipiell - bekannte Eigenschaften von A anzugeben. Dieses

Ergebnis wollen wir in dem folgenden Satz festhalten.

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum, E eine Spektralschar in 'H und A := [ X dE(N).
Dann gilt:

a) A = E(uy) := / AdE(N),

wobei also die Funktionen uy, : R — K definiert werden durch ug()\) := Ak
fir ANé R und k=0,1,2,....

b) R(E(J)) C D*(A) := ey D(A®) fir jedes beschrinkte Intervall J C
R.

R(E([=AA]) = M(=AALA)
= {f eD®(A): |A*F| < NIF| - fiir jedes K € N}
fir NXe R mit A > 0.
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Beweis.
a) Wir schliefen durch vollstdndige Induktion nach k. Fir k=0 und k=1
trifft die Behauptung zu wegen 3.3.15b) bzw. aufgrund der Voraussetzung. Wir

nehmen an, dass sie auch richtig ist fiir [ = 0,1,....,k — 1, also A" = E(u,).

Wegen uy = up_qu; folgt mit 3.3.16¢)

~

E(u,) = E(up_1u1) D E(up_1)E(uy) = A¥ 1A = AF

und

D(AF) =D (E(uk,l)ﬁ(ul)) =D (E(uk)) nD (E(ul)) .

Fiir den Beweis von A* = E(u;) brauchen wir daher nur noch D (E(uk)> C

D(AF) zu zeigen, und dazu geniigt es aufgrund der letzten Gleichungen, die
Inklusion D (E(u@) cD (E(ul)) nachzuweisen. Sei also f € D (E(uk))
Wegen
1 falls [N <1,
A" <
IAZF 0 falls A > 1

fiir A € R konnen wir abschatzen
[ uildor < [ xeundor+ [ AP 0) < oo

daraus folgt f € D (E(uﬂ) , d.h. D (E(uk)) cD <E(u1)> .

~

b) Zum Nachweis von R (E(J)) C D*(A) wissen wir E(J) = E(x) aufgrund
von 3.3.5. Mit 3.3.16¢) und 3.3.15¢) folgt fiir beliebiges k£ € N

~

D (E)E(x) =D (Eluxs) = H.

da x; und ugxy beschrénkt sind. Deshalb und aufgrund von a) gilt E(Xj)f €
D (E(uk)) = D(AY) fir f € H. Da sich jedes f € R (E(J))in der Form
E(x,)f schreiben lisst, ist R (E(J)) C D*(A) nachgewiesen.

Sei nun f € R(E([-\, A]))). Dann konnen wir wegen f = E(X[—A,A}) f €
D(AF) mit 3.3.16¢) umformen

&)

Akf = (Uk)E (X[f)\,/\]) f= E (UkX[f)\,A]) f

= 1EX N () AE(p) f -
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Uber 3.3.8 erhalten wir daher die Abschitzung
I = [ I xeandestn)

< AP / doy = INPIFI?

und folglich f € M([—A,Al; A). Damit ist R (E([—A,A])) € M([—\, A]; A)
nachgewiesen.

Fiir die umgekehrte Inklusion gehen wir von einem f € D*(A) aus, fiir das
f & R(E([—XA ) gilt, und zeigen f ¢ M([—A, Al; A). Zunéchst ist dafiir
prR\[=A,A]) #0, denn aus 0= @p(R\ [-A,A]) = [E(R\ [=, A} f||* folgt
ERN\[-MNA)f =0. Wegen f=E([-A\A)f+ER\[-A\N)f (vel. 3.3.17)
impliziert das f € R (E([—A, A])) . Nach 0.1.23e) existiert dann ein € > 0, so
dass auch ¢¢(R\ [-A —¢e,A+¢]) # 0 gilt. Damit kénnen wir abschétzen

JAF P = / P dio s (1) / 02X o enes () (1)

> ()\—FE)%/ XR\[-A—e A +e] APy
= A+ )HER\ [-A—e, A+ e])f|?

> 2kNFTI|[E(R\ [-X— e, A +e]) f]I2.

Wihlt man nun k so grof}, dass 2ke||E(R\ [-X —e, A +¢|)f|[* > M| f]]? gilt,
so folgt

LARFI? > X*E|LFIP

Also ist f & M([—X,A]; A). Das impliziert die Inklusion M([—\, \]; A) C
R(E([=AA]) - U

Dieses Ergebnis sagt uns also, wie E(J) aussehen muf}; wenn J ein abge-
schlossenes Intervall ist, das symmetrisch zum Nullpunkt liegt. Wenn man vom
Operator A mit Spektralschar F zum Operator A+al iibergeht, so hat auch
der eine Spektralschar, wie der néchste Satz zeigt, und zwar entsteht diese aus
E durch , Verschiebung* um «. Damit wird es moglich, FE(J) fiir beliebige
abgeschlossene Intervalle zu charakterisieren, und mit 3.3.17h) folgt daraus die
Gestalt von FE(A) fiir beliebiges A € R.



Spektraltheorie

LOH 3.4/6

3.4.3

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum, E eine Spektralschar in H und o € R.
Durch
FusaN):=E\N—a) fir XeR

wird eine weitere Spektralschar in H definiert. Ist dann A:= [ X dE()\), so
gilt
Atal = / N dBu, (N,

d.h. ist E eine (die) Spektralschar von A, so ist Ey, .o eine (die) Spektral-
schar von A+ al .

Beweis.

Dal mit F auch Ey, i, eine Spektralschar in H ist, folgt unmittelbar aus
den Definitionen.

Zum Beweis von A + ol = [ AdEy,+a()\) : Wir setzen M — o = {z — o :
re M} fir M CR. Ist u=> ", apxy, eine Treppenfunktion aus 7 (R),
so gilt

/ u(NdEu,1a(A) = Y opBusa(Ji) =) axE(Jy —a)

k=1

- / S aixs—a(VAEM)

= [ Y anun 0 B0 = [ ulh+ a)EW).

Fir f € H bezeichnen wir mit ¢; wie in 3.3.2 das auf (E(.)f, f) zuriickge-
hende Mal und mit ¢ das auf (Eu,4a(.)f, f) zuriickgehende Mafl. Wegen
Eu,+a(A) = E(XA — «) haben wir dann ¢¢(J) = ¢¢(J — a) fiir jedes Intervall
und deshalb auch [ u(AN)dgs(N) = [ uA+ a)d@r(A+a) = [ u(A+ a)dps(N)
zunéchst fiir jede Treppenfunktion und aufgrund eines Grenziibergangs auch
fir jede @y -integrierbare Funktion. Insbesondere ist die Funktion u(.4+a) ¢y -
integrierbar, falls u ¢y-integrierbar ist. Sei nun v : R — K FEy, 4, -messbar.
Dann folgt - wie man sich leicht klarmacht - aus der Definition der Mef3barkeit
0.1.19 und aufgrund der vorstehenden Uberlegungen, dass u(.+a) E-messbar
ist. Ist f €D (Eu1+a(u)> . so gilt u € Lo(R,@r), und es existiert eine Fol-
ge (u) von Treppenfunktionen aus 7 (R) mit EU1+a (u(l)) f— Eu1+a(u)f
(in (H,|.I)) und u® — w in Ly(R,@;). Nach unserer Vorbetrachtung iiber
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3.4.4

Treppenfunktionen ist Ey,:q (u) = E (uP(.+«)) , insbesondere ist also
E (uP(.+a)) f konvergent in H. Andererseits folgt aus [ u(A)d@(A) =
[ u(A+ a)dps(N), angewendet auf |[u® — u‘2 , dass u(. + ) gegen u(. +
«) konvergiert in Lo(R,¢s). Und das bedeutet f € D (E(u( —l—a))) und
E(u( +a))f = lim B (uD(.+ ) f = lim Eu,ia (u®) f = Eulm(u)f. Da-
mit haben wir Ey, 4q(u) C E (u(. + )) . Die umgekehrte Inklusion folgt eben-
so: Es gilt ja E(\) = Euy,+a(A+a); d.h. wenn wir in der bisherigen Argumen-
tation Ey,;1q durch £, FE durch Ey, ., und a durch —a ersetzen, erhalten
wir E (u(. + a)) C Ey, 1a(u); also stimmen beide Operatoren iiberein.

Setzen wir insbesondere u = uy, so ist u(. +«a) = u; + aug, und wir erhalten
Eu,a(u) = E(uy+«) . Mit 3.3.16b) ergibt sich daraus Ey, 4o (u) = E(uy)+al
wegen E(uo) = I . Das ist die Behauptung. O

Zusammen mit dem vorhergehenden Ergebnis erhalten wir nun die notwendige
Bedingung fiir die Gestalt der Projektionen E(\).

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum, E eine Spektralschar in H und A := [ X dE(\).
Dann gilt fir \,a € R :

a) R(E(FA—a,A—qa]) =M([-\A;A+al).

b) R () = U M (|-552 252 4= 2550

Beweis.

a) Uber die Spektralschar Ey, . aus 3.4.3 ldsst sich E([-\ —a, A —a]) als
Spektralmafl eines zum Nullpunkt symmetrischen Intervalls darstellen, und
3.4.2b) liefert die Darstellung durch M([—\,A\l; A+ al) :

R(E(~A— a, A —a))) = R (Buysall-A ) = M=\, X; A+ al).

b) Nach a) gilt fiir £k € N

AT
2 2

2

R(E([—k,xsz({—@,@] A—’ﬂ).
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Mit 3.3.17h) ergibt sich daher

R(EQN) = R@WﬂﬂMD=R<E<UPhMO>

keN

=£<UR@WhWO=UR@W%W)

keN keN

E+X kE+ X A—k
- G TR

dabei folgt die vorletzte Gleichung aus der auf 3.3.17d) zuriickgehenden Tat-
sache, dass die Teilrdiume R (E([—k, A])) eine aufsteigende Kette bilden. [

An dieser Stelle liegt der Eindeutigkeitsbeweis fiir den Spektralsatz auf der
Hand: Sind E und F' zwei Spektralscharen von A, so gilt nach 3.4.4b) sowohl

MMWZUW(PQ;f%ﬂA—%ﬁg

als auch

MﬂMzUW%P%?&%ﬂA—%#O

fir A € R, dh. R(E(\)) = R(F(A)) . Da orthogonale Projektionen durch
ihre Wertebereiche eindeutig bestimmt sind, folgt F(A\) = F(\) und damit
E=F.

Aus 3.4.4b) ist zu entnehmen, wie die Spektralschar von A aussieht, wenn
A eine Spektralschar besitzt. Was wir nun zu untersuchen haben, ist, ob
durch die Gleichung 3.4.4b) fiir einen beliebigen selbstadjungierten Operator A
tatsédchlich eine Spektralschar definiert wird und ob das dann auch die Spektral-
schar von A ist. Dafiir wollen wir uns zunéchst die Mengen M([—\, A]; A+al)
genauer ansehen. Zur Vereinfachung der Schreibweise und um die Blickrichtung
zu verdeutlichen, bezeichnen wir die Mengen

B—a f—al a—+ 0
(|55

mit M([a, 8]; A) . Damit ist gemeint, dass sich die Menge M ([a, 5]; A) als
Wertebereich der orthogonalen Projektion FE([«, 5]) herausstellen wird. Ge-
legentlich werden wir auch M([«, 3]) schreiben anstelle von M ([a, 8]; A),

10
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3.4.5

wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind. Im ersten Satz stellen wir
eine ganze Reihe verhédltnisméfig einfach zu beweisender Eigenschaften der
M([er, f]; A) zusammen.

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H; seien
M eine Indezmenge und J, Jy, Jo sowie J, fiir jedes p € M reelle, endliche,

nichtleere, abgeschlossene Intervalle; seien o, 3, A € R mit X > 0. Dann wird

gesetzt:
D*(A) == () D(A4"),
keN
MM 4) = {feD(A): A F| S AfIl fiir jedes k€ N},
M(J;A) = M ([—ﬂ;&, ﬂ;a} cA— &;Lﬂ[) , falls J = |a, 3],
M(@;A) = {0}.
Dafiir gilt:

a) M(la,al; A) = N(al — A). Es ist M([—||A|,||Al]]l; A) = H fir A €
B(H) .

b) M([a,f]; A) = M (jw(a — 7),w(B —7)];w(A — 71)) fiir w,7 € R mit w >
0 und insbesondere

Mifa s ) = M (1l 2 (4= 25 0)))

fir a < .
c) Aus Jy C Jy folgt M(Jy; A) C M(J; A) .
d) M([-1,1;A) = {f € D>®(A) : (AFf)2°, ist beschrinkt} .

e) M(J;A) ist ein abgeschlossener, fir A reduzierender Teilraum von H,

und es gilt A| M(J;A) € B(M(J;A))).
£f) o(A|M(J;A)) CJ.

g) Ist M ein abgeschlossener, fir A reduzierender Teilraum von H mit
M C D(A) und o(A | M) C J, so folgt M C M(J;A). Das gilt auch
fir J=10.

11
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h) ﬂ (JuQA) =M (ﬂ (’]M;A>) .

neM neM

i) Ist B € B(H) mit BA C AB, so ist M(J;A) invariant unter B, und
M(J; A)L st invariant unter B* .

j) Aus JyNJy =0 folgt M(Jy; A)LM(Jy; A).

Beweis.
a),b) Ubungsaufgabe.

¢) Unter Verwendung von b) macht man sich leicht klar (Ubungsaufgabe!), dass
wir 0.B.d.A. davon ausgehen kénnen, dass die Intervalle die Gestalt J; = [k —
N k+A]l Jo=[-1,1] mit kK, A €R, A >0 und —1 < k—A < k+A <1 haben.
Sei also f € M([k — A\ k+ Al; A) i = M([-M\A; A —kI), dh. f € D>®(A)
und |[(A — &I)*f]] < N¥||f]| fiir jedes k € N. Daraus folgt

JASF| = (A= wI+ kD]
k
< 23() (A= R RT g
k . .
< 2 kNVIRPFIAL = o LRDH AL < D
j=0

Also ist f e M([—1,1]; A), d.h. M(J;; A) C M(Jy; A).

d) Klar ist aufgrund der Definition, dass fiir jedes f € M([—1,1]; A) die Folge
(A* f)2c | beschriinkt ist. Hat andererseits f € D*(A) diese Eigenschaft, so
zeigen wir, dass ||f|| eine Schranke fiir (A*f)?e, ist. Das impliziert dann
feM(-1,1; A).

Wir setzen zundchst ||f|] = 1 voraus und schlieffen indirekt: Existiert ein
m € N, so dass ||[A™f]] > 1, so konnen wir fiir jedes [ € N abschétzen

= (g) = (gt 7)o

weil A selbstadjungiert, also symmetrisch ist. Mittels vollstandiger Induktion
folgt

v

| s | = nam g

Wegen ||[A™f]| > 1 ist daher die Folge (A*f) unbeschrinkt im Widerspruch
zur Voraussetzung; also ist (A*f) beschrinkt durch 1.

12
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Fiir beliebiges f € D>(A) folgt aus der Beschriinktheit der Folge (A*f) die

Beschranktheit der Folge (Ak ﬁ) (den Fall f = 0 konnen wir ausschlie-

Ben). Wie soeben gesehen, ist diese Folge beschrinkt durch 1, also ist (A*f)
beschrinkt durch ||f||. Somit folgt auch hier f € M([—1,1]; A). Damit ist

die Gleichheit der beiden Mengen nachgewiesen.

e) Besteht J nur aus einem Punkt o, soist M(J; A) geméB a) der Eigenraum
von A zum Eigenwert a, und das ist ein abgeschlossener, fiir A reduzierender
Teilraum. Hat J mehr als einen Punkt, so kénnen wir gemaf8 b) J = [—1, 1]
voraussetzen, denn ein fiir w(A — 71) reduzierender Teilraum ist auch fiir A
reduzierend, falls w # 0 gilt. Mit d) folgt, dass M([—1,1]; A) ein Teilraum
von H ist.

Zum Nachweis der Abgeschlossenheit betrachten wir eine Folge (fx)52, aus
M([-1,1]), die gegen ein f € H konvergiert. Dann gilt auch fy — f,, €
M([—1,1]; A), weil M([—1,1]) ein Teilraum ist, und wir kénnen abschétzen

1A fi = A foall = 1A' (fie = f) Il < MIfi = S

fiir jedes | € N. Somit ist (Alfk))zozl eine Cauchyfolge, d.h. fiir jedes [ € N
existiert ein ¢, € H mit A'f, — ¢ fir k — oo. Da A abgeschlossen
ist, ergibt sich (durch einen Induktionsschlul) f € D(A!) und A'f = g;;
folglich ist f € D*(A). Wenden wir auf [|A'fi|| < | fx]| den Grenziiber-
gang k — oo an, so erhalten wir die Ungleichung ||A'f|| < ||f] fiir jedes
leN, dh. fe M(]-1,1]). Also ist M([—1,1]) abgeschlossen. Zum Nach-
weis dafiir, dass M([—1,1]) fir A reduzierend ist, geniigt es (nach 3.1.6c)
wegen M([—1,1]) € D(A)) zu zeigen, dass M([—1,1]) invariant ist unter
A. Seialso f € M([—1,1]). Dann ist die Folge (A*f) und damit auch die
Folge (A*(Af)) beschrinkt. Mit d) folgt daher Af € M([—1,1]). Somit ist
M([—1,1]) invariant unter A.

Die Aussage A | M(J) € B(M(J)) folgt unmittelbar aus M(J) C D(A) und
- am schnellsten - iiber die Abgeschlossenheit von M(.J) aus dem Satz vom

abgeschlossenen Graphen.

f) Nach e) und 3.1.6e) ist A | M(J) ein selbstadjungierter Operator, der
nach e) in B (M(J))liegt. Wir behandeln zunéchst den Fall J = [—1,1]. Es
gilt [J[Af]] < ||f] fiir jedes f e M([-1,1]), d.h. ||[A | M([-1,1])|| <1. Nach
3.1.29b) ist daher r, (A | M([-1,1])) <1, d.h. (wegen o (A | M([-1,1])) C
R) o (A M(=1,1)) C [-1,1].

Ist allgemein J = [o, 5], so seien w,7 € R mit w > 0 so gewihlt, dass
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wla—-7) = -1, w(@—-7) = 1. (Den Fall « = § konnen wir aufgrund
von a) als erledigt ansehen, weil o (A | N(al — A)) = {a}.) Mit dem soeben
bewiesenen Ergebnis folgt o (w(A —71) | M([-1,1];w(A—71))) C [-1,1] =

[w(aw — 7),w(B — 7)] . Deshalb liefert der spektrale Abbildungssatz 3.1.16b)

o (A M(=1,1:w(A—71)) C [—iw,éw} = [a+ 8] = J. Mit b)

erhalten wir schlieBlich o (A | M(J;A)) C J.

g) Aufgrund des Satzes vom abgeschlossenen Graphen gilt A | M € B(M).
Sei zunéchst wieder J = [—1,1]. Nach 3.1.6e) ist A | M selbstadjungiert.
Mit 3.1.29b) und der Voraussetzung o(A | M) C [-1,1] folgt [|[A | M| < 1.
Das impliziert [|A" | M| = [|[(A | M)|| < |JA | M|' <1 fiir [ € N, so dass
wir fir f € M erhalten [|A'f|| < ||fll, dh. f € M([-1,1];A). Damit ist
M C M(]-1,1]; A) bewiesen.

Aus J =  folgt M = {0} wegen 3.1.29b). Damit gilt auch hier M C
M(J; A).

Ist J ein einpunktiges Intervall, J = [a, o], soist fiir M = {0} alles klar; fiir
M # {0} ist wegen 3.1.29b) (A | M) # 0, d.h. es gilt o(A | M) = {a}.
Nach 3.1.16b) gilt dann o ((A — af) | M) = {0} und nach 3.1.29b) (A—ad) |
M=0, dh. M CN(al — A) = M([a,a]; A) .

Der allgemeine Fall J = [a, f] mit o < 3 lésst sich wieder mit b) und 3.1.16b)
auf den Fall J = [~1,1] zuriickfiihren. - Ubungsaufgabe!

h) Nach e) ist M(J,) ein abgeschlossener, fiir A reduzierender Teilraum fiir
jedes p € M. Daher ist (,c, M(J,) ein abgeschlossener, unter A invarian-
ter Teilraum von H , der in D(A) liegt und - weil A selbstadjungiert ist - fiir
A reduzierend ist. Wegen f) ist o (A | M(J,)) C J,, und nach 3.1.23b) (vii)
gilt

o <A| ﬂM(J,)) c (-

neM neM

g) impliziert daher

(Y M(J,) c M <ﬂ JH> .

neM neM
Die umgekehrte Inklusion folgt unmittelbar aus c) .
i) Sei zunichst wieder J = [—1,1]. Fiir f € M([-1,1]) gilt f € D(AF),
also auch f € D(BAF) fiir jedes k € N. Aus BA C AB folgt insbesondere

Bf € D(A) und BAf = ABf. Allgemeiner lisst sich durch vollstandige
Induktion zeigen (Ubungsaufgabe!), dass Bf € D(A*F) und BA*f = AFBf

14
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3.4.6

gilt fiir jedes k € N. Deshalb ist Bf € D>*(A), und auflerdem folgt
IA*BF|| = IBA*fIl < | BIIA“£Il < 1B I £15

damit ist die Folge (A¥Bf) beschriinkt, nach d) liegt also Bf in M([—1,1]),
d.h. M([—1,1]) ist invariant unter B.

Ist J ein einpunktiges Intervall, J = [a, ], so ergibt sich die Behauptung
aufgrund von a), M([a, al; A) = N(al—A), sofort aus der Gleichung aBf =
BAf = ABf fir f € N(al — A). Der allgemeine Fall J = [a, f] mit a < 3
folgt direkt aus dem Fall J = [—1, 1] unter Verwendung von b), da mit BA C
AB auch Bw(A—171I) Cw(A—7I)B gilt.

Die Tatsache, dass M(J, A)* invariant unter B* ist, folgt aus 3.1.3f).

j) Seien P; und P, die orthogonalen Projektionen von H auf M(J;) bzw.
M(Jy). Da M(J;) ein fir A reduzierender Teilraum ist, der in D(A) liegt,
folgt mit 3.1.5a) P,A C AP,. Nach i) sind daher M(Jy) und M(Jy)*+ un-
ter P, = P invariante Teilrdume, d.h. M(Jy) ist ein fiir P; reduzierender
Teilraum. Wieder mit 3.1.5a) folgt P,P, C PPy, d.h. P,P, = PP, wegen
D(P)) = D(P,) = H. Nach 2.6.5b) ist daher P,P; die orthogonale Projektion
auf M(J;)NM(J). Da aufgrund von h) gilt M(J;)NM(J) = M(D) = {0},
impliziert 2.6.5a) die Behauptung M(J;) LM(.J5). O

Damit haben wir die fiir den Beweis des Spektralsatzes wichtigsten Eigenschaf-
ten der Mengen M(J; A) beisammen. Als néchstes miissen wir uns noch mit
deren orthogonalen Komplementen beschéftigen. Das beweistechnisch aufwen-
digste Ergebnis innerhalb des gesamten Beweises ist 3.4.6a), eine Aussage, die
in wenigen Zeilen zu beweisen ist, wenn man bereits weifl, dass A eine Spek-
tralschar E besitzt und somit M([—1,1]; A) = R (E([—1,1])) gilt (3.4.4a)).
Als Ubungsaufgabe sollten Sie das einmal ausfithren. Aus 3.4.6a) folgt verhzlt-
nisméafig einfach die fiir die Abschétzungen im eigentlichen Beweis des Spek-

tralsatzes wichtigste Aussage 3.4.6Db).

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H .
a) Ist A€ B(H) und fe M([—1,1]; A)* | so gilt |Af]| > ||If]l-

b) Sind J; und Jy abgeschlossene endliche Intervalle mit J, C Jo, so gilt
o (A | (M(JQ,A) ﬂM(Jl;A)J')) C JQ\ J1 .
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c) Jeder isolierte Punkt im Spektrum eines beschrinkten, selbstadjungierten

Operators ist ein Figenwert.

d) Es gilt o (A | (M([i, 8); A) N M ([, o; A)F)) C e, 8] fiir p, o, f € R mit
p<a<p.

Beweis.

a) Ist H endlichdimensional, so folgt diese Aussage aus der Darstellung ‘H =
NI —-A)® ... b N(NIT — A) (wobei {A1,...,)\;} die Menge der paarweise
verschiedenen Eigenwerte von A ist), welche ihrerseits eine Folge des Spektral-
satzes fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren ist. Die Einzelheiten dieser

Argumentation sollen Sie als Ubungsaufgabe selbst ausfiihren.

Der allgemeine Fall ergibt sich durch einen Approximationsprozefl aus diesem
endlichdimensionalen Fall:

Fiir jedes k € N betrachten wir die endlichdimensionalen Teilrdume
Hk = E{f? Af7 ) Akf}

von H, die wegen 3.4.5¢) in M([—1,1])* enthalten sind. Die orthogonale

Projektion von ‘H auf H, bezeichnen wir mit P, und A, sei der durch

definierte Operator aus B(Hy). Weiter sei

Hoo = U Hk )
keN
und P sei die orthogonale Projektion von H auf H., . Nach 2.6.6a) ist also
P =s—1lim P, . Durch mehrfache Anwendung von 2.1.20 schliefen wir daraus
(PLAP)™ - (PAP)™ fir k — oo und jedes m € N. Wegen AH; C Hii1

haben wir
A (UHk> C UHk’

keN keN

und die Stetigkeit von A impliziert deshalb AH., C Ho, . Es folgt (P APy)™h
— A™h fir h € Hy, jedes m € N und k — oo. Wir sind fast am Ziel, wenn
wir fiir unendlich viele k € N je ein f, € Hjy gefunden haben mit || Agfi| >
| fxll , so dass die Folge dieser f; gegen f und die Folge der zugehorigen Ay fi
gegen Af konvergiert. Das iiberlegen wir uns jetzt:

Da fiir jedes k € N gilt f € Hy, existieren g € M([—1,1]; Ax) und f; €
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M([—=1,1]; Ap)*t, so dass f = fir. + gr. Weil H; endlichdimensional ist, gilt,
wie eingangs bemerkt, [[Agfi| > ||fx| fiir jedes & € N. Wegen fLg, folgt
mit dem Satz des Pythagoras || fil| < ||f]| und ||gk|| < ||f||. (gx) ist daher
eine beschrénkte Folge in dem Hilbertraum H.,. Nach 2.3.7 existiert also
eine Teilfolge (gi,),o, , die in Hy schwach konvergiert gegen ein g € Ho .
Fiir den Nachweis, dass (fy,)die gewiinschten Eigenschaften hat, zeigen wir
zunédchst g = 0. Dazu geniigt es, g € M([—1, 1]; A) nachzuweisen, denn wegen
H, € M([-1,1}; A)* ist Hoo € M([—1,1]; A)*, also g € M([—1,1]; A)*+.
Nach unseren Voriiberlegungen gilt (PklAPkl)zm g — A*™g fiir jedes m € N.
Deshalb kénnen wir mit 2.3.6d) wegen g, € M ([—1,1]; Ay,) schliefien

|A™g|? = (A™g, A™g) = (A*g,g)

= lim ((PklAPkl)nga gkz)

l—o0

= lllglo (97 (PklAPk:l)ngkl)

= lim (g, AZ"gs,)

IN

Jinsup {lg][ flgw | < gl 1/1] -

Dabei haben wir fiir die vorletzte Abschéitzung g, € M ([—1,1]; Ay,) verwen-
det. Die Folge (A™g) ist also beschrinkt, so dass ¢ aufgrund von 3.4.5d) in
M([=1,1]; A) liegt, was g = 0 impliziert. Damit konnen wir nun wegen f;_L gy
schliefen

Hgle2 = (f - fklagkz) = (fagkz) — 0,

d.h. (gx,),~, konvergiert auch stark gegen 0. Folglich konvergiert (fg,),~, ge-
gen f[. Fiir die Aussage Ay, fr, — Af schlieBlich schitzen wir ab

||A/€sz?z _AfH = ||P/€1Afkl _szAf” = ||PklA(fkl _f) ||
< Bl AN fe, = FI < AN S, = fI — 0

fir [ — oo wegen Af € H, fiir jedes k € N.
Damit erhalten wir jetzt die Behauptung: Aus ||Ag, f, || > || fell s [ Ak frll —
[ASIF and [ fi[] = LFIl folgt [[Af]} = [[f]] durch Grenziibergang I — oo.

b) Wir betrachten zunéchst den Fall [—1,1] C J; und zeigen dafiir 0 ¢
o (A] (M(J2) N M(J)Y)) : Klar ist

Al (M(J) N M(J)") € B(M(Jo) N M(J1)F)

17
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aufgrund von 3.4.5¢). Da sowohl M(J;) als auch M(J;)t ein fiir A re-
duzierender Teilraum ist, ist A | (M(J2) N M(J;)*) selbstadjungiert nach
3.1.6e). Jeder Punkt im Spektrum davon ist also ein verallgemeinerter Eigen-
wert (3.1.27c)). Aus 0 € o (A | (M(Jo) N M(J;)F)) folgt deshalb, dass ein
fe M) N M)t C M([—1,1])* existiert mit [|f]| =1 und ||Af] < %
Das widerspricht a) . Folglich ist 0 ¢ o (A | (M(J1) N M(J)*)) .

Der Fall allgemeiner Intervalle und eines beliebigen inneren Punktes von J;
lasst sich wieder mit 3.4.5b) und 3.1.16b) auf diesen Fall zuriickfithren. Das

sollen Sie als Ubungsaufgabe selbst ausfiihren.

c) Sei A€ B(H) und sei A ein isolierter Punkt von o(A). Dann existiert ein
e >0 mit [A—¢g, \+e]No(A) = {A\}. Aus 3.4.5f) folgt o (A | M([A —e,\+¢]))
C {A}, und das impliziert M([A—¢, A+¢]) = M([\, A]) = N(A[—A) aufgrund
von 3.4.5g),c) und a). Wegen M ([—|Al], ||Al|]) = H folgt aus b) dann

(A M(A—eA+e])h)

(A1 (M=IALL TAID N M(X = A +e))h))
og(A)\ [A—e, A+ ¢
a(A).

Q

Il
Q

N

Daher ist M([A — ¢, A +¢])* # H und somit A(A — A) # {0} . Folglich ist
A ein Eigenwert von A.

d) Nach b) gilt o (A | (M([i, B]) " M([i,a])F)) € {u} U e, B]. Zu zeigen
bleibt, dass p fiir g < a nicht in o (A | (M([r, 8]) N M([p,o])*)) liegt:
Andernfalls ist ndmlich g ein isolierter Punkt darin und aufgrund von c)
deshalb ein Eigenwert von A | (M([g, 8]) N M([p, a])*) , also auch ein Ei-
genwert von A. Nach 3.4.5a) und c) liegt aber N(ul — A) in M([u,q]),
dh. N(ul — A) N M([p, o))t = {0}. Also kann p kein Eigenwert von A |
(M([p, B]) N M([p, a])*) sein. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung.

U

Beim Beweis des Spektralsatzes werden wir sowohl bei den Spektraleigenschaf-
ten als auch bei der Gleichung A = E (u1) zunéchst den Fall des beschrankten
Operators behandeln ndmlich M([—k, k|; A) = H fiir ein k£ € N) und daraus
den allgemeinen Fall ableiten. Fiir diesen Ubergang zum beschrinkten Opera-

tor brauchen wir die beiden folgenden Ergebnisse.
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3.4.7

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H. Dann

gilt | JM([=k, k); A) =H.

keN

Beweis.

Der Beweis basiert darauf, dass wir mit einem injektiven, beschrénkten selbst-
adjungierten Operator B arbeiten, der eng mit A zusammenhéingt. Dazu
brauchen wir einen Punkt in der Resolventenmenge von A, und dessen Exis-
tenz ist nur fiir komplexe Hilbertrdume gesichert. Deshalb setzen wir zunéchst
K = C voraus und argumentieren fiir K = R mit Komplexifizierung.

Sei also A € p(A) und B := R\, A)R(\, A). (Wegen o(A) C R liegt ja
mit A auch A\ in p(A).) Dafiir zeigen wir zuniichst, dass zu jedem & > 0 ein
k € N existiert mit

(%) M([—e.e: B)t € M([~k,K]; A).

Nach 2.5.15 ist B ein selbstadjungierter Operator aus B(H). Damit ist B, :=
B | M([—¢,¢]; B)* ein selbstadjungierter Operator aus B (M([—¢,c]; B)*) .
Wegen H = M([—||B||,||Bl|]; B) erhalten wir mit 3.4.6b) 0 € p(B.). Spezi-

ell ist daher R(B.) = M([—¢,¢]; B)*, und das impliziert M([—¢,¢]; B)* C
R(B) € D(A).

Als néchstes iiberlegen wir uns, dass M([—e, ] B)* invariant ist unter A :
Fir f € M([—e,e); B)* gilt (M — A)f = (M — A)BB'f = R(\,A)B-' [,
d.h.

() Af =Mf — RO\, A)BZ'f.

Wegen 3.1.15a) ist BR(A\, A) = R(\, A)B, so dass wir aufgrund von 3.4.51)
schlieBen konnen, dass M([—e,¢]; B)* invariant ist unter R(\, A)* = R(\, A)
(2.4.4d)). Mit BZ'f liegt also auch R(\, A)BZ'f in M([~¢,¢]; B)*, und das
gilt wegen (x*) auch fiir Af. Damit ist M([—e,¢e]; B) invariant unter A.
Die Einschrinkung A. von A auf M(|—¢,¢]; B)* ist also ein linearer Opera-
tor in M([—¢,¢]; B)*, der aufgrund des Satzes vom abgeschlossenen Graphen
beschrinkt ist, weil sein Definitionsbereich ganz M ([—¢,¢]; B)* ist. Wiihlen
wir also k > ||A:]|, so gilt

M([—&?,g]; B)J_ = M([_”Asuv ||A€H]7As> - M([_ka k’],A) :

Damit ist (%) bewiesen.
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3.4.8

Wir iiberlegen uns nun noch, dass ﬂ./\/l([—é,é?]; B) = {0} gilt; denn aus f €
e>0

ﬂM([—e,e];B) folgt ||Bf|| < €|f]| fiir jedes € > 0, also Bf =0; da B

e>0

injektiv ist, impliziert das f =0.

Damit erhalten wir unter Verwendung von (%) die Behauptung:

<U M([—k:,k];A)) = (Y M ([=k.k; A))*" ¢ (Y M([- = {0},

keN keN e>0

also U./\/l([—k,k];A) =H.
keN
Wie aus diesem Ergebnis fiir K = C die Aussage fir K = R durch Kom-

plexifizierung abzuleiten ist, sollen Sie sich als Ubungsaufgabe selbst iiberle-
gen. Entscheidend dabei ist die Beziehung M([—\, A]; Ac) C M([=X, \]; A) x
M([=X,A; A), wenn Ac die Komplexifizierung von A ist. O

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H; sei
(Pr)52, eine Folge orthogonaler Projektionen in H mit Py < Pyyy, R(Pg) C
D(A) und AP, = P, APy fir jedes k € N; ferner gelte Py - I. Dann ist

D(A) = {feH:(APf)>, konvergiert}
= {feH: (JAPfI);Z, konvergiert},
Af = lim AR fir feD(A).
Beweis.
Es gilt fiir £ € H und alle m, k € N mit m > k
(APyf, APnf — APyf) = (AP.f, APpf) — (APuf, APLf)
(PyAPf, PyAPyf) — (AP, f, AP.f)
(PnwAPy Py APLf, ) — (APyf, AP f)
= (P,AP,APf, f) — (AP.f, AP.f)
(PnPLAP AP, f) — (APyf, AP f)
(PLAPLAPf, f) — (APuf, AP f)
(P APLf, APy f) — (APuf, AP.f) = 0,
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sowie fiir jedes f € D(A) und jedes k € N

(AP f,Af = AP f) = (AP, Af) — (AP f, AP f)
(P APy f, Af) — (AP f, AP f)
(APAPLf, f) — (AP f, AP f)
(P APLAPLf, ) — (AP f, AP.f) = 0.

Folglich ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras fiir m >k und f € H
IAPWfIP = AP + APuf — ARSI
= ARSI + [|AP.f — APf|I*,
d.h. wir haben
(%) AP f — APfI]? = [APWfII? = |APSI?,

und somit fiir beliebiges m,k € N

|APnf — APfII? = [[APw f11* — | APF|I?|

(+x)
= [[APWfI = AP (AP + AP -

Entsprechend folgt fiir £ € N und f € D(A)
(% %) |Af = APf|* = [[AfI* = [[AP:f]I*.

Aus (#%) (zusammen mit 1.1.14b)) lesen wir ab, dass (AP, f) genau dann eine
Cauchyfolge ist, wenn (||APf||) eine Cauchyfolge ist, d.h. die Mengen D :=
{f € H: (AP,f) konvergiert} und D := {f € H : (||AP.f|) konvergiert }
stimmen {iberein. Sei nun f € D(A). Aus (x%x) ergibt sich |[AP,f] < ||Af]]
fir jedes k € N, d.h. die Folge (||[AP.f||) ist beschrinkt, und wegen (x)
ist sie monoton wachsend; somit konvergiert sie, d.h. f € 73, also D(A) C
D = D. Ist andererseits f €D, so konvergiert (AP f) und aufgrund unserer
Voraussetzung gilt P,f — f. Da A abgeschlossen ist, folgt f € D(A) und
AP, f — Af. Damit ist auch D C D(A), und die angegebene Darstellung fiir

Af ist gezeigt. O

Nun sind wir fiir den Beweis des Spektralsatzes geriistet:

21



Spektraltheorie

LOH 3.4/20

Beweis von 3.4.1.
Die Findeutigkeit der Spektralschar haben wir bereits im Anschluff an 3.4.4

bewiesen.

Wir geben nun eine Schar von orthogonalen Projektionen an und beweisen
dafiir die Spektraleigenschaften. Dabei werden wir wieder durch 3.4.4b) zu dem
geeigneten Ansatz gefiihrt:
Wir bezeichnen mit E,()\) fir £ € N und A € R die orthogonale Projektion
von ‘H auf M([—k, \]; A) und setzen

E(\) :=s — lim Ey(\).

k—o0

Dieser starke Grenzwert existiert wegen 2.6.6a), denn M([—k, \]) C M([—k+
1,A]) geméB 3.4.5¢), also Eyx(A\) < Epi1()). DaB E eine Spektralschar ist,
beweisen wir, indem wir zunéchst die Einschrankung auf Hy := M([—k, k]; A)
betrachten. Genauer definieren wir fiir k& € N die Schar Fj) orthogonaler

Projektionen in Hj; durch

{0} fir A< —k,
R(Ep(N) = q M([=k,\]) fir —k<A<k,
Hy = M([~k,k]) fir A>k.

Jedes Ej ist eine Spektralschar: 3.3.1(i) ist trivialerweise erfiillt. 3.3.1(ii) folgt
aus 3.4.5¢) zusammen mit 2.6.5e). 3.3.1(iii) ist fir A < —k und A\ > k klar;
fir —k < A <k geniigt es aufgrund von 2.6.6b) zu zeigen

[\ M=k, A+ e]) = M([=k, AD);

e>0
das folgt aber aus 3.4.5h). 3.3.1(iv) ist direkt aus der Definition von FE} abzu-
lesen.
Fiir den Beweis der Spektraleigenschaften von E ist 3.3.1(i) bereits aufgrund
von 2.6.6a) gesichert. 3.3.1(ii) folgt aus M([—k, \1]) C M([—k, X)) fir A\ <
Xy (3.4.5¢)) und - mittels 2.6.5¢) - iiber || Ep(M)f]| < ||Ex(A2)f| durch den
Grenziibergang k — oo. Die Projektionen Ej () unterscheiden sich von den
Projektionen Ei()\) (jedenfalls fir —k < A < k) dadurch, dass von H; und
nicht von ganz H auf M([—k,\]) projiziert wird, d.h. E,(\) = Ex(\)|[Hy .
Fiir den Nachweis der Eigenschaften 3.3.1(iii) und (iv) von E brauchen wir
noch zwei weitergehende derartige Aussagen, deren Beweis wir gleich anschlie-

Bend ausfithren werden:
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Ist P, die orthogonale Projektion von H auf Hj, so gilt fir £ € N und

k< A<k
(*) Ex(N) = Ew(\)P:,
(%) E,(\) = ENP,.

Damit zeigen wir die rechtsseitige Stetigkeit von E : Es seien ¢ > 0 und
f € H beliebig gewihlt. Dann konnen wir fiir —k < A < A\4+¢e < k abschétzen

IEN+e)f —ENfll < |EN+e)f —EuA+e)f]|

HIEA + ) f = ExNf |+ 1 BN f = EQV) |
IEA+e)fIIT = Bo)f]]

HIE(A + ) Pef — Ex(A) Be) Il + EMH (P = 1) f]]
< 2 = Pl + 1 (Bk(A +¢) = Ex(N) Bl

IN

Aus 3.4.7 folgt Py . I wegen 2.6.6a). Deshalb ergibt sich aus der rechtsseitigen

Stetigkeit der E} die rechtsseitige Stetigkeit von E'.

Ganz #hnlich erhélt man die Eigenschaft 3.3.1(iv). Das iiberlassen wir Ihnen
L als Ubungsaufgabe. Es bleibt also noch (¥) und (%) zu beweisen. Dazu

zeigen wir zunéchst als Zwischenergebnis, dass fiir jedes & € N und jedes

abgeschlossene Intervall J C [—k, k| gilt

(1 % %) R (EL(J)) = M(J).

Ist ndmlich J = [, 5] mit —k < o < 8 < k, so diirfen wir die Tatsache
verwenden, dass Fj eine Spektralschar ist, und kénnen daher mit 2.6.5d),
1.3.14, 2.6.6a) und 1.3.6e) umformen

R(Ex(J)) = R(©E(P)) S R(Er(a—))

= R(E(P)N (U R(Ek(u))>

p<o

= M(~k B)nN (ﬂ M([—’%u]f)

p<a

= () (M=, 8)) N M([~k, u))*) .

p<o
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Daraus folgt einerseits M(J) C R (Ex(J))wegen J C [—k, 5] (3.4.5¢)) und
M(J) € M([—k,u))t (vermoge 3.4.5j) aufgrund von J N [—k,u] = O fiir
i < ). Andererseits konnen wir mit 3.4.6d) daraus schliefien

o (A| R(E(J])) C [)[p B = e, 8],

p<o

und mit 3.4.5g) erhalten wir R (Ex(J)) C M(J). Insgesamt gilt also (k% x).
Zum Beweis von (%) und (**) seien nun k,m € N mit £ < m und f €
H. Hat f die Zerlegung f = f' + f” mit f* € M([-m,m]) und f” €
M([=m,m])*t, sogilt Pof” =0 und E,(\)f” =0 da R(P,) C M([—m,m])
bzw. R (Ek()\)) = M([-k,\]) € M([—m,m]). Setzen wir hier speziell m =

k, so konnen wir daraus bereits (k) ablesen:
Ex(Nf = Ex(\)f' = Ex(\)f' = Ex(A\)Pef' = Ex(A\)Pef -

Weiter folgt aus (s % %) En([—k,k]) = Py | Hon und En([—k,A])) = Ex(\) |
Hp, also E,([—k k) f = P.f' und E,([—k,\)f = Ek()\)f’. Damit und
mit 3.3.6, angewendet auf die Spektralschar FE,,, konnen wir umformen

ExNf =ENf = En([=k\)f = Ba(NEn(—k, k)’
= EnNPof = En(\Pif .

Der Grenziibergang m — oo liefert
Ev(\)f = EN)Pef

und folglich gilt (). Damit sind die Spektralschareigenschaften von FE be-

wiesen.

Als letzten Teil des Beweises zeigen wir nun, dass FE die Spektralschar von A
ist, d.h. die Gleichung A = [ ME()).

Dazu betrachten wir fiir £ € N den selbstadjungierten Operator Aj := A |
Hi = A | M([—k,k]; A) € B(Hy) (3.4.5¢)), und weisen nach, dass Ej die
Spektralschar dazu ist, also A, = [ MdE(N\) = Ek(ul). Zunichst gilt fiir
die Definitionsbereiche D(A) = Hy,, und fiir Ej(u;) haben wir Ej(u) =
Ey, (u1X[—kx)) wegen Ej ((—o0, —k)) = Ej ((k,00)) = 0; da aber ujx[_gx be-
schrénkt ist, liegt auch FEj(uy) in B(Hy), dh. D <Ek(u1)> =D(Ag).

Zur Auswertung des Integrals Ek(ul) approximieren wir uyx[—jx durch eine
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Folge von Treppenfunktionen: Fiir [ € N setzen wir ¢ := 7 und

2l

l .
ug) - Z (=K + Je)X(—h—etje—ktje] -
=0

Dann gilt

u () = e (V)] < &
fiir jedes A € R, d.h. aufgrund von 3.3.16b) und 3.3.15¢) ist

HEk (uﬁ”) - Ek(ul) = Hﬁk (Ugl)> - Ek (U1X[—k,k]) H <e;

das impliziert Ej, <u§l)) — Ek(ul) fiir | — oo; damit gilt auch

(Be () 7.5) = (Betwn)s. 1)

fir jedes f € Hj. GeméB 2.3.2b) ist zum Beweis von A, = Ek(ul) hin-
reichend, dass (Axf, f) = (Ek(ul)f, f> fiir jedes f € Hj gilt, denn beide

Operatoren sind selbstadjungiert. Deshalb brauchen wir nur fiir jedes f € Hy

zu zeigen
(s 54 %) (Be (u") £.£) = (At ) fiix 1 — o0
Wir setzen

fi= Ek (X(—k—a+js7—k+ja]) f fir 57=0,..2l.
Dafiir gilt

fj S M([—k’, —k +j5]) N M([_k7 —k—e¢ —i_j‘g])l )

denn FE} ist eine Spektralschar, und

2

wegen ZEk (X(_k—s+js,—k+je]) = FEj (X(—k—s,k]) = I . Daraus folgt f;Lf,, fir
§=0

j # m sowie Af;Lf,, , weil die M(J) und die M(J)" unter A invariante

Teilraume sind.
Nach 3.4.6d) ist

o (A (M([=k,—k + je]) N M([—k, —k — e + je]) ")) C [~k—e+je, —k+je],
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und mit 3.1.29b) folgt
(Akfj, fj) - [—k — €+ jf‘f, —k+ jé‘f]
falls || f;]] = 1. Folglich gilt allgemein

(—k —e+ gl fill* < (Anfy, £i) < (=k+ je)ll 517
oder
—e|l I < (Axfjs fi) = (=k +ge)ll filI? < 0.
Damit konnen wir abschétzen
At ) = (Be (o) £.1)]
2l

21 21 21
<Z Afin ) fj> - (Z (—k+ie)fi, > fj)‘

J=0 J=0

2l

< DA f) = (ke ge)llf 1P

j=0
21

< e 1P =<lfIP
§=0

Das impliziert (% #x), d.h. Ay = Ej(uy) ist bewiesen. Fiir beschrinkte Ope-
ratoren waren wir jetzt fertig, denn dafiir gibt es ja ein £k € N mit A, = A :
Jedes k > ||Al| hat diese Eigenschaft.

Den Nachweis von A = E (up) im allgemeinen Fall fithren wir wieder getrennt
fiir die Definitionsbereiche und die Werte der Operatoren. Wir haben bereits
festgestellt, dass aufgrund von 3.4.7 gilt P — I ; weiter haben wir P, < Py
und R(P;) = M([—k,k]) € D(A) sowie AP, = P AP, weil M([—k,k])
invariant ist unter A fiir jedes &k € N. Deshalb erfiillen die P, die Vor-
aussetzungen von 3.4.8, so dass wir haben D(A) = {f € H : (||[AP:f])2,

konvergiert }. Fir f € H formen wir um:

|APLFI* = (APLf, APS) = (E(u) Pef. Bu(w) Pif

(denn Ej ist die Spektralschar von A | M([—k,k]))
= / Nd (Ep(N)Pif, Pif)
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(wegen 3.3.15a))

/ X2d (E(\) Py f, Pif)
(denn aus (%) und (xx) folgt Ex(\) P, = E(\)B;)
/ N (BN E([—k, k) f, B(—k, k) f)

(denn aus (x x ) folgt R (E(J)) = M(J) durch Grenziibergang m — oo,
und das impliziert E([—k,k]) = Py )

<E u?) (X[ kk)fa (X[ kk)f>
(wegen 3.3.15a)
_ / N i (N (BN, £)

(wegen 3.3.16¢) und 3.3.15a).
Es ist also (||[AP.f||) eine monoton steigende Folge, die nach dem Satz von

Beppo Levi genau dann beschrankt ist, wenn uy; € Ly(R, ), d.h. wenn
fenD (E(ul)) gilt. Da fiir monoton steigende Folgen Beschrénktheit und

Konvergenz dquivalent sind, ist f € D (E (u1)> dquivalent zu f € D(A), d.h.
D <E(u1)) = D(A).

Mit 3.4.8 und ansonsten denselben Argumenten kénnen wir nun fiir jedes f €
D(A) umformen

—  lim (E(ul)Pkf,f>—hm A (B, (NP f, f)

k—o00 k—o0

= lim AXd(EN)Pyf, f)

k—o00

= lim [ Xd(E\E([=kk)f, )

k—o00

= Jim (BB (xea) /. )

k—oo

= dim [ M eV (ENS, )

k—o0

= (Bunr.r) .
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3.4.9

3.4.10

Dabei haben wir fiir den Grenziibergang am Schlufi noch einmal 3.3.15a) ver-
wendet. Mit 2.3.2b) folgt also A = [ AdE()\), d.h. der Spektralsatz ist be-

wiesen. 0

Wir wollen nun einfache Beispiele behandeln und die Spektralscharen einer
orthogonalen Projektion, insbesondere des Identitédtsoperators und des Null-

operators, bestimmen.

Beispiel

Sei ‘H ein Hilbertraum und P eine orthogonale Projektion in H ; ferner seien
A, A2 € R mit Ay < Ay. Analog der im Anschlul an 3.3.1 angegebenen

Spektralschar definieren wir nun eine Spektralschar £ in H durch

0 fiir A< At
EN = I-P fir M<X<\,
I fir A <\

Dann gilt E ((—o0, A1) = E((A1,A2)) = E((Ag,00)) = 0, E([\, \]) =1 —
P, E([A\2, A2]) = P. Damit erhélt man

/ ANAE(N) = M (I — P) + \P.

E ist also die Spektralschar des rechts stehenden Operators. Insbesondere
ist £ im Fall A\ = 0, Ay = 1 die Spektralschar von P und in den Féllen
A1 = Xy =0 bzw. Ay = Ay = 1 die Spektralschar des Nulloperators bzw. des

Identitatsoperators.

Auch die Spektralschar eines kompakten selbstadjungierten Operators kénnen

wir mit unseren bisherigen Ergebnissen leicht angeben.

Beispiel

Sei 'H ein Hilbertraum und A € By (H) ein kompakter selbstadjungierter
Operator in H. Es sei A\, o, ... eine Anordnung der paarweise verschiede-
nen, von Null verschiedenen Figenwerte von A und Py, Ps, ... die Folge der

orthogonalen Projektionen auf die zugehdrigen Figenrdume. Ferner sei P die
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orthogonale Projektion auf den Nullraum N (A). Damit sind (wegen 3.1.10f)
und (**) im Beweis von 3.2.18) die Voraussetzungen von 3.3.20 erfillt, und
die Abbildung E : R — B(H), definiert durch

> Bf fir A<0,

EQf = {k:Xe <A}
Y PBf+Pf  fir  A>0,

{k:Ae <A}

f €™M, ist eine Spektralschar in H. Aus (x) in 3.2.18 folgt
Y PP < oo

fiir jedes f € H, so dass nach 3.3.20 gilt D (/)\dE(A)) =H = D(A).
Weiter haben wir nach 3.3.20

[ iz -5 s

fir jedes f € H, und das stimmt nach (x) in 3.2.18 mit Af iiberein. Also
gilt /)\dE()\) = A, dh. E ist die Spektralschar von A.

Die Spektralscharen von maximalen Operatoren der Multiplikation mit einer
reellwertigen Funktion konnen wir ebenfalls expliziter als das im Beweis des

Spektralsatzes geschieht, aufgrund von 3.3.18 und 3.3.19, bestimmen.

3.4.11 Beispiel und Aufgabe
a) Essei A der mazimale Operator der Multiplikation in EB Lo(R, ¢n) (vgl.

acM
3.3.18) mit einer Funktion u: R — R, die beziglich der in 3.3.18 behandel-

ten Spektralschar messbar ist. Dann ist die Spektralschar E von A gegeben

durch
E()‘)(fa) = X{ueRzu(u)S)\}(fa) ) (fa) € @ £2(R7 9004)7 AeR.
aceM
L Der Beweis sei Ihnen als Ubungsaufgabe iiberlassen.

b) Es sei A der mazimale Operator der Multiplikation mit der reellwertigen
Funktion w in Lo(D) (vgl. 2.5.18 ). Dann ist die Spektralschar E von A
gegeben durch

E()‘)f - X{uED:u(,u)g)\}f, f S £2(D) , AeR.

Dies folgt unmittelbar aus 3.3.19.
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3.4.12

Nach der Darstellung eines selbstadjungierten Operators als Integral in 3.4.1
werden wir im folgenden Satz eine weitere kennenlernen, die man grob so cha-
rakterisieren kann: Ein selbstadjungierter Operator ist im wesentlichen ein ma-
ximaler Operator der Multiplikation mit der Funktion u; in einem geeigneten
Raum @ Lo(R, ¢, ). Diese Darstellung ist allerdings nicht eindeutig.

aceM

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in 'H . Dann gibt
es eine Familie (9o)acr von Maflen . : S(R) — R, wo jedes ¢, von einer
rechtsseitig stetigen, monoton wachsenden Funktion erzeugt wird, und einen

unitdren Operator U : H — @ Lo(R, p,) derart, dass mit dem maximalen
aeM
Operator der Multiplikation A mit der Funktion u; (uy(A) :== X fir A € R)

im Raum @ Lo(R,p,) gilt A= U*AU . Ist E die Spektralschar von A, so
acM

gilt E(A\)h = U* (X(—eoUh) fiir jedes X € R und jedes h € H.

Beweis.

Fir f € H mit f # 0 setzen wir H; := L{E\)f: A€ R}). Dann ist
[ € Hy, also Hy # {0}. Wir zeigen, dass es eine Menge M C H gibt
derart, dass H = €P rem Hp. Hierzu bendtigen wir das Lemma von Zorn: Es
sei M = {M CH:H;LH, fir alle f,g € M}. (M\, C) ist als Teilmenge
der Potenzmenge von ‘H eine geordnete Menge. Ist N eine lineare geordnete

Teilmenge von M , soist |J e M eine obere Schranke von N , die offenbar
in M liegt. Wir konnen also mit dem Zornschen Lemma schliefen, dass M

ein maximales Element M., besitzt, und beweisen indirekt, dass das die

gesuchte Menge ist, dass also 'H = EB H; gilt: Aus H # @ H folgt,

fEMmax feMmax
dass ein fy € ‘H mit fy # 0 existiert, so dass fyLH; fiir jedes f € Myax

gilt. Sind p, A € R, so folgt daraus (E(u)fo, E(N)f) = (fo, E(W)EN)f) =
(fo, E(min{p, A})f) =0 fir jedes f € Myax, d.h. E(p)foLHy und Hy LH;
fir jedes f € Max. Daher liegt {fo} U Myax in M und ist echt groSer
als Mpax . Das ist ein Widerspruch zur Maximalitdat von M., . Damit ist
H = @ H; nachgewiesen.

FEMumax
Diese Menge M. wird unsere Indexmenge M . Wir zeigen nun, dass es zu

jedem f € My einen unitéren Operator Uy : Hy — Lo (R, (E()f, f)) =
Lo(R, ) gibt. Dazu definieren wir den Operator Vy: L({E(N)f : A € R}) —
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Lo(R, ¢y) durch
Vf <Z OékE()\k)f> = Z akX(—oo,)\k}
k=1 k=1

fiir ZakE()\k)f € LH{E\)f:XeR}). Dann folgt unter Benutzung von

k=1

3.3.8

2 2

k=1

Z Ok X (—00,A1]
k=1

¥

= ||/ X aoxcmaiaEy

2

2

d(EN)S, )

Z QX (oo ] (A)
k=1

2

= X2 arE (=00, ) f

2

= Z O./kE(/\k)f
k=1

Daher ist V; ein isometrischer Operator. Nach 2.1.14 existiert eine Fortset-
zung von Vy auf Hy, die wir mit Uy bezeichnen. Da V} isometrisch ist, ist
- wie aus dem Beweis von 2.1.14 folgt - auch Uy isometrisch. Wir miissen
noch R(Uy) = L2(R,ps) zeigen. Dazu bezeichne 7,,(R) die Menge aller
Treppenfunktionen auf R, fiir die die zugehorigen Intervalle alle links of-

fen und rechts abgeschlossen sind. Dann ist nach Definition von V; offenbar

T,(R) C R(Vy) und T(R) C T,0(R) C Lo(R, pf). Wegen T(R) = Lo(R, ¢y)
gilt folglich 7,,(R) = R(Vy) = L2(R, ;) (die abgeschlossenen Hiillen sind
dabei in der Norm von L3(R, ) zu bilden). Nach 2.2.11a), b) ergibt sich also
R(U;) = R(Vy) = Lo(R, f), und Uy ist ein unitérer Operator von H; auf
Lo(R, o) mit Uy =V,

Mit Hilfe dieser unitdren Operatoren Uy und der orthogonalen Projektio-

nen Py von H auf H; fiir f € My definieren wir nun eine Abbildung

U:H— @ Lo(R, ps) durch
fEMmax

Uh = (Ufpfh)fe/\/lmax fir heH.
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3.4.13

Wegen

IURIP = (U P[P = Y NUsPshIP =Y 1P = |IAl)®
ist U isometrisch. Die Surjektivitdt der Uy impliziert ferner die Surjektivitét

von U. Also ist U ein unitérer Operator von H auf @ Lo(R, py) .
feMmaX

Wir wollen nun zeigen, dass dieser so konstruierte Operator die in der Aussage
des Satzes angegebenen Eigenschaften hat. Nach 3.3.21a) ist ja UE(.)U* eine

Spektralschar in @ Lo(R, ¢f) . Wir zeigen, dass UE(A)h = X (—oonUh fiir
JEMimax
jedes X € R und jedes h € H gilt; daraus folgt E(A)h = U* (X (oo Uh) und

mit 3.3.21 und 3.4.11a) auch A = U*AU . Wir verwenden dazu die beiden

Gleichungen
UtENh - = X(—oonUsh,
PiE(AMh = ENP; fir f€ Mpax, A€R, heHy,

deren Beweis wir Thnen als Ubungsaufgabe iiberlassen. Damit erhalten wir fiir
jedes h € 'H und jedes A € R

UENh = (UpPrE(N)h) = (UfE(N)Prh)
= (X UrPrh) = X(-oox (U Prh)
- X(foo,)\]Uhf .
Damit ist alles gezeigt. |

Diese Darstellung von A ist deshalb nicht eindeutig, weil M., nicht eindeu-

tig bestimmt ist.

Die Halbbeschréinktheit und Beschrénktheit selbstadjungierter Operatoren er-

kennt man an ihren Spektralscharen:

Satz

Sei H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H mit Spek-
tralschar E . Dann gilt

a) A ist genau dann nach unten (bzw. oben) halbbeschrankt mit unterer (bzw.
oberer) Schranke o, wenn E(X\) =0 (bzw. E(N) =1 ) gilt fir jedes A\ < «
(bzw. A >« ).
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3.4.14

3.4.15

3.4.16

b) A ist genau dann beschrinkt, wenn o, € R existieren mit

0 fir A\ <a,
E(X) =
1 fir A>/3.

Beweis.
Die Aussagen sind Folgerungen aus 3.4.1, und die Beweise sollen Thnen als
Ubungsaufgabe iiberlassen bleiben. U

Wir fithren nun fiir die in 3.3 eingefiihrten Operatoren E (u) eine Bezeichnung
ein, die nahegelegt wird durch den Spektralsatz 3.4.1, durch 3.4.2a) und durch

ahnliche Beziehungen, die wir anschlieBend noch beweisen.

Definition

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H, E be-
zeichne die Spektralschar von A. Ist dann u : R — K eine E -messbare
Funktion, so bezeichnen wir den Operator E(u) (vgl. 3.3.10) mit u(A).

Zunéchst lasst sich die Spektralschar von u(A) iiber die Spektralschar von A

angeben. Das sollen Sie in der folgenden Aufgabe ausrechnen.

Aufgabe

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H mit
Spektralschar E . Ist dann u : R — R eine reellwertige E -messbare Funktion,
so gilt fir die Spektralschar E, von u(A) = E(u) die Beziehung

E,(\) = E (X{;LER:u(,u)S)\}) fir NeR.

Im néchsten Satz sehen wir, dass die Bezeichnung u(A) mit einigen algebrai-

schen Begriffsbildungen vertréglich ist.

Satz

Sei 'H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator in H mit Spek-
tralschar E . Dann gilt
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a) Fir u(\) = Zak/\k mit oy, € K fiir k=0,....m, a,p, 20, A€ R, m €
k=0
N, ist (in Ubereinstimmung mit der Vereinbarung vor 3.1.17)

k=0

b) Ist A positiv, so gibt es genau einen selbstadjungierten positiven Operator
B mit B> = A. Es ist

1
B = Aiz/q()\)dE()\) mit

0 fir A<O0,
qg(A) =
VA fir A>0,

wobei unter VX die positive Quadratwurzel aus X zu verstehen ist.

c) Es sei H zusdtzlich komplex und o € C mit ITma # 0. Dann gilt fir
uA) = (a— A1, NeR,

(ol — A)~! = u(A) = / : ! CAE(N).

Beweis.
a) Hier beruht der Beweis auf 3.4.2a) und 3.3.16b). Das iiberlassen wir Ihnen
L als Ubungsaufgabe.

b) Wegen 3.4.13a) haben wir E()\) = 0 fiir jedes A < 0. Hieraus folgt mit
3.3.16¢)

(B@) < B@) = [ ¢ B0 = [ xaB() = 4.

Wegen D ((E(q))Q) =D (E(q2)> NnD (E(q)) (ebenfalls aus 3.3.16¢)) brau-

~ 2 ~ ~
chen wir fiir die Gleichung (E(q)) = A nur noch D (E(q2)> cD (E(q)) zu

zeigen. Das folgt aus

fow - |
< /X[o,l]d¢f+/q4X(1,oo)d<Pf

Xpudes + / X (1.00)d 07

dg0f+/ q'dp; < 00
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fir feD <E(q2)> wegen ¢*(\) < ¢*()\) fiir A > 1. Zu zeigen bleibt noch die
Eindeutigkeit. Nach 3.4.15 gilt fiir die Spektralschar Ey von [ g(A\)dE(N)

A~

K (X{uGR:q(u)S/\}) =E(N\?) fir A>0,
Ey(A) =

0 fiir AN<O.

Ist nun B irgendein selbstadjungierter positiver Operator mit B? = A und ist
E7 die Spektralschar von B, so gilt wiederum nach 3.4.15 fiir die Spektralschar
von B? = A (wegen der Eindeutigkeit der Spektralschar fiir A )

El (X{NGRMU«QS)\}) = E1 <\/X) fir A Z O,
EQN) =

0 fir AN<O.

Zusammen mit dem Obigen folgt hieraus Ey = E; . Alsoist B = / VAE(N) .

c) Es existiert (al — A)™" (2.5.4), und es gilt nach a)

aI—A:/(a—)\)dE(/\).

Wegen « ¢ R ist die Abbildung A —
und beschrankt. Daher ist

1
) in R stetig, also auch F -messbar,
O{ —

/ - ! LB € B(H).

Mit 3.3.16¢) erhalten wir fiir jedes f € D(A)

o —

1
/ SAE(N)(al — A)f

/aiAdE(A)/(a—A)dE(A)f:/dE(A)f:f,

Also gilt

(al —A)~! c/ &iAdE(A).

Die Gleichheit folgt aus R(al — A) =H (2.5.12). O

35



Spektraltheorie

LOH 3.4/34

3.4.17

Betrag
eines abge-
schlossenen

Operators

3.4.18

Aufgrund von 3.4.16b) kénnen wir nun, wie im Fall eines kompakten Operators
(vgl. 3.2.25), auch den Betrag eines abgeschlossenen Operators (mit dicht lie-

gendem Definitionsbereich) einfithren. Denn ist A ein derartiger Operator, so

1
ist A*A nach 2.5.15 ein positiver selbstadjungierter Operator, fiir den (A*A)2
definiert ist.

Definition

Seien Hq,Ho Hilbertriume und sei A ein abgeschlossener linearer Operator

1
von Hy in He mit D(A) = Hy. Dann heifit |A| == (A*A)2 der Betrag von
A.

Wie 2.5.23a) lisst sich die folgende Aussage beweisen.
Fiir den Betrag von A gilt

D(|A]) =D(A) wund | [A[f|| = [[Afll fir jedes f € D(A) :
Fiir f € D(A*A) = D(|A[?) gilt

IAFI® = (Af,Af) = (A" Af.f) = (AP )
= (Al [ALf) = IIAL£]*

Nach 2.5.15 ist D(A*A) = D(|A|*) ein determinierender Bereich sowohl fiir A
als auch fir |A|. Zu f € D(A) existiert also eine Folge (fy) in D(A*A) mit
fr — f, fir die (Afg) konvergiert. Dafiir ist nach der obigen Gleichung auch
(JA|fx) eine Cauchyfolge, d.h. es folgt f € D (W) =D(|4]). Au-
Berdem gilt || |A|f]] = ||lim |A]fg|| = Um || Afe]] = ||ASf]|. Somit gilt D(A) C
D(|A]) und || |A|f|| = ||Af] fiir jedes f € D(A). Ebenso wird die umgekehrte

Inklusion bewiesen.

Ganz analog wie bei einem kompakten Operator (vgl. dazu 3.2.26) haben wir
auch fiir einen abgeschlossenen Operator eine polare Zerlegung. Der Beweis
dieser Darstellung verlduft wortlich wie der Beweis von 3.2.26. (Nur der Hinweis
auf 3.2.22 mufl durch den Hinweis auf 3.4.16b), (%) muf durch 3.4.18 ersetzt
werden, und der Hilbertraum H; ist dort, wo er als Definitionsbereich von A
auftritt, durch D(A) zu ersetzen. Die Frage der Definitionsbereiche ist wegen
D(|A|) = D(A) geklirt). Lesen Sie sich diesen daraufhin noch einmal durch.
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3.4.19

polare
Zerlegung
eines ab-
geschlosse-
nen Opera-
tors

Satz

Seien Hq,Ho Hilbertraume und sei A ein abgeschlossener linearer Opera-

tor von Hy in He mit D(A) = Hy. Dann ldsst sich A darstellen in der

Form A = UB mit einem selbstadjungierten positiven Operator B in Hy

und einem partiell isometrischen Operator U mit Anfangsbereich R(B). Die

Darstellung von A mit diesen FEigenschaften ist eindeutig, und es gilt: B =

|A|, N(B) = N(U) = N(A), und U hat den Endbereich R(A). Sie heift

die polare Zerlegung von A.
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