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Formale Argumentation

2.1 Grundlagen zur abstrakten Argumentation
Version 0.7, 2023/08/18

Prof. Dr. Matthias Thimm
Artificial Intelligence Group, FernUniversitat in Hagen

Abstrakte Argumentation ist ein Formalismus der formalen Wissensreprisentation, der auf einfache Art und Weise
Argumentationsszenarien repriasentieren und visualisieren kann. Hier wird von der inneren Struktur von Argumenten
abstrahiert und diese einzig durch Knoten in einem gerichteten Graphen dargestellt. Argumentationsgraphen fokus-
sieren sich dann einzig auf eine Reprisentation von Konflikten zwischen Argumenten, die durch gerichtete Kanten
dargestellt werden. Auch wenn dieser Formalismus stark von konkreten Argumentationsszenarien abstrahiert, so ist er
sehr ausdrucksstark und in der Lage, auch erweiterte Konzepte zu reprisentieren.

In Abschnitt 2.1.1 stellen wir die Struktur der abstrakten Argumentationsgraphen vor und diskutieren in Ab-
schnitt 2.1.2 die Grundbegriffe Konfliktfreiheit und Zuldssigkeit. Wir betrachten dann der Reihe nach die vier klas-
sischen Semantiken fiir abstrakte Argumentationsgraphen: die vollstindige Semantik (Abschnitt 2.1.3), die prdferierte
Semantik (Abschnitt 2.1.4), die grundierte Semantik (Abschnitt 2.1.5) und die stabile Semantik (Abschnitt 2.1.6).

2.1.1 Abstrakte Argumentationsgraphen

Die zentralen Strukturen in der abstrakten Argumentation sind abstrakte Argumentationsgraphen (engl. abstract ar-
gumentation frameworks), die wie folgt definiert sind.

Definition 1. Ein (abstrakter) Argumentationsgraph F ist ein Tupel F = (A,R), wobei A eine endliche Menge von
Argumenten ist und R C A x A ist die Angriffsrelation.

Gilt fiir einen Argumentationsgraphen F = (A,R) und a,b € A die Relation (a,b) € R, so sagen wir auch, dass
das Argument a das Argument b angreift. Statt (a,b) € R schreiben wir auch aRb. Ein Argumentationsgraph kann in
natiirlicher Weise als gerichteter Graph dargestellt werden.

Beispiel 1. Wir betrachten ein (ungemein vereinfachtes) Szenario aus dem Rechtswesen, das durch den folgenden
Text beschrieben ist:

John wird des Mordes an Mary verdichtigt. Normalerweise ist jedoch jemand unschuldig, solange seine
Schuld nicht bewiesen wurde. Es gibt jedoch zwei Zeugenaussagen von Carl und Dave. Carl sagt, dass
John Mary mit einem Messer ermordet hat. Dave sagt, dass John Mary mit einer Pistole erschossen hat.
Eine Autopsie von Mary hat gezeigt, dass sie keine Schussverletzung hat.

Aus dieser Beschreibung konnen wir die folgenden Argumente ay,...,as identifizieren:
e a;: John wurde des Mordes an Mary verdéchtigt, deswegen ist er schuldig.
e a;: Solange seine Schuld nicht eindeutig bewiesen ist, ist John unschuldig.
e a3: Carl behauptet, dass John Mary mit einem Messer ermordet hat. John kann deswegen nicht unschuldig sein.
e ay: Dave behauptet, dass John Mary mit einer Pistole erschossen hat. John kann deswegen nicht unschuldig sein.

e as: Der Autopsiebericht zeigt, dass Mary keine Schussverletzung hat. Sie kann deswegen nicht erschossen wor-
den sein.

Wir gehen weiterhin davon aus, dass eine Person nicht gleichzeitig auf zwei verschiedene Art und Weisen ermordet
werden kann und dass die bloe Verdidchtigung eines Mordes die Grundannahme der Unschuld nicht angreifen kann.
Daraus ergibt sich die Formalisierung als Argumentationsgraph Fy, = (Apw, Ryw) mit

Arw - {alaa27a3aa4705}

Rrw = {(a27a1 )? (037(12)7 (04502)7 (a3aa4)7 (a47a3)) (a57a4)}



e

Abbildung 1: Der Argumentationsgraph F., aus Beispiel 1.

Abbildung 2: Der Argumentationsgraph Fp,.q aus Beispiel 2.

Der Argumentationsgraph F., ist in Abbildung 1 dargestellt.

Beispiel 2. Wir betrachten ein einfaches medizinisches Szenario, bei dem eine Behandlungsstrategie fiir einen gege-
benen Patienten gefunden werden soll. Wir betrachten dazu die folgenden drei Argumente:

e qap: Der Patient leidet unter Bluthochdruck, deswegen sollte man Diuretika verschreiben.
e ay: Der Patient leidet unter Bluthochdruck, deswegen sollte man Betablocker verschreiben.

e a3: Der Patient leidet unter einem Lungenemphysem, dies ist eine Kontraindikation fiir die Verschreibung von
Betablockern.

Eine weitere Bedingung in unserem Szenario ist, dass wir dem Patienten nur ein einziges Medikament verschreiben
mochten. Daraus ergibt sich die Formalisierung als Argumentationsgraph Fineq = (Amed, Rmed) mit

Amed = {a1,a2,a3}
Rined = {(a1,a2), (a2,a1), (a3, a2) }
Der Argumentationsgraph Fp,eq ist in Abbildung 2 dargestellt.

Beispiel 3. Zur spiteren Illustration verschiedenster Konzepte betrachten wir noch ein abstraktes Beispiel eines Ar-
gumentationsgraphen Fox = (Aex, Rex) gegeben durch

Aex = {a] aa27a37a47a57a67a77a8}
Rex ={(a1,a2),(a2,a3), (a3, a4), (as,a3), (a6,a2), (a3, a7), (a4, as), (as,as), (as, a7), (a7, a6), (as,a7), (as,as) }
Der Argumentationsgraph Fe ist in Abbildung 3 dargestellt.
Fiir einen Argumentationsgraphen F = (A,R) und S C A schreiben wir
Sy ={beA|3acS:aRb}
Sp={b€A|3acS:bRa}

Mit anderen Worten, S; ist die Menge aller Argumente, die von (wenigstens) einem Argument aus S angegriffen
werden und Sy ist die Menge aller Argumente, die (wenigstens) ein Argument aus S angreifen.



Abbildung 3: Der Argumentationsgraph Fex aus Beispiel 3.

Beispiel 4. Wir fiihren Beispiel 3 fort. Hier gilt

{ar,a4}}, = {az,a3,as} {a1,as}p, ={as}
{as3, a6}t = {az,a4,a5,a7} {as,a6}y, ={a2,a4,a7}
{as,a,a7}}, = {az,a4,as,a¢,a7} {as,a6,a7} g, ={a2,a3,a4,a6,a7,as}
{ag}y, = {a7,as} {ag}p, = {as,as}
{ar,a4,a5,a7};, = {az,a3,a6,a8} {ar,a4,a5,a7} = {a3,a¢,as}

Es ist leicht zu sehen, dass sich die Operatoren + und — monoton verhalten.
Lemma 1. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S,T C A. Es gilt
1. S C T impliziert S;f - T;r.
2. SCT impliziert S C Ty .
Beweis.
1. Sei S C T und sei a € Si. Dann gibt es b € S mit bRa. Da S C T folgt b € T und damita € T .

2. Sei SC T und seia € Si. Dann gibt es b € S mit aRb. Da S C T folgt b € T und damita € Ty . O

2.1.2 Konfliktfreiheit und Zuléssigkeit

Abstrakte Argumentationsgraphen reprisentieren argumentative Szenarien und konnen damit als Wissensbasis auf-
gefasst werden: sie représentieren das explizite Wissen iiber Argumente und ihre direkten Relationen. Allerdings
geben sie keinen expliziten Hinweis dariiber, welche Argumente wir akzeptieren konnen, d.h., welche Argumente
sich gegeniiber anderen Argumenten behaupten. Argumentationsgraphen stellen die Syntax der Sprache der abstrakten
Argumentation dar und um mit ihnen zu schlussfolgern bendtigen wir eine Semantik, d. h., eine Methode, um Argu-
mentationsgraphen auswerten zu konnen. Dies ist (beispielsweise) analog zur Syntax und Semantik einer aussagenlo-
gischen Sprache: hier wird eine aussagenlogische Wissensbasis (also eine Menge aussagenlogischer Formeln) durch
aussagenlogische Interpretationen interpretiert und wir sind an jenen Interpretationen interessiert, die alle Formeln
erfiillen (die Modelle der Wissensbasis). Bei der abstrakten Argumentation iibernehmen Mengen von Argumenten die
Rolle der Interpretationen und eine Menge von Argumenten, die in einer gegebenen Weise den Argumentationsgraph
werfiillen, nennen wir Extension. Fiir einen Argumentationsgraphen F = (A, R) und eine Menge S C A ist S also eine
Extension, wenn S ein ,,plausibles” Ergebnis der Argumentation in F darstellt. Alle Argumente in S sind dann fiir uns
,-akzeptabel“. Eine formale Definition der Begriffe ,,Plausibilitit und ,,Akzeptanz” ist fiir Argumentationsgraphen re-
lativ schwierig und wir werden uns im Folgenden mit verschiedenen Moglichkeiten beschiftigen, diese Begriffe zu
prézisieren.

Eine allgemein akzeptierte Minimalbedingung, um eine Menge von Argumenten als plausibles Ergebnis einer
Argumentation anzusehen, ist ihre Konfliktfreiheit.



Definition 2. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heiBt konfliktfrei in F gdw. fiir alle
a,bes, (a,b) ¢R.

Mit anderen Worten, eine Menge von Argumenten kann nur als plausibel angesehen werden, wenn es unter ihnen
keine Angriffe gibt.

Beispiel 5. Wir fiihren Beispiel 4 fort. Von den dort betrachteten Mengen sind

{al 7a4}a {a3aa6}a {alaa47a57a7}

konfliktfrei und

{as,a6,a7},{as}
nicht konfliktfrei. Es ist insbesondere zu beachten, dass keine Menge, die ag enthilt, konfliktfrei sein kann.
Lemma 2. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. S ist konfliktfrei
2.85NSE=0
3. 85NS; =0
Beweis. Wir beweisen die Aussage durch einen Ringschluss.

e 1. = 2. Sei S konfliktfrei und nehme an, dass a € SN S;. Wegen a € S} gibt es ein b € S mit bRa. Da auch
a € S, kann S nicht konfliktfrei sein. Also folgt SN Sy = 0.

e 2. = 3.:Es gelte SﬂS}' = 0. Angenommen, a € SNSy. Wegena € S gibtes ein b € S mit aRb. Daa € S, folgt
b € S} Es folgt also b € SN S} im Widerspruch zur Voraussetzung und damit SN S, = 0.

e 3.= 1.: Es gelte SNS; = 0. Angenommen, S ist nicht konfliktfrei, dann gibt es a,b € S mit aRb. Da b € §, folgt
a € Sy und damit a € SN S, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist S konfliktfrei. O

Nach der Konfliktfreiheit ist die Zuldssigkeit die zweite wichtige Eigenschaft zur Konkretisierung eines Begriffs
der ,,Plausibilitdt“. Um eine Menge von Argumenten S als Extension ansehen zu kdnnen, miissen die Argumente in S
sich gegeniiber den Argumenten auBerhalb von S (also in A \ S) behaupten kénnen. Dazu benétigen wir zunichst den
Begriff der Verteidigung.

Definition 3. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph, S C A und a € A. Die Menge S verteidigt das Argument a in
F gdw. es fiir alle b € A mit bRa ein ¢ € S gibt mit cRb.

Eine Menge S verteidigt also ein Argument a, wenn alle Angriffe auf a von S abgewehrt werden kdnnen.

Beispiel 6. Wir fiihren Beispiel 3 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Hier
gilt beispielsweise

e {a3} verteidigt ag,

e {aj,as} verteidigt a3,

o {asz,as} verteidigt ag,

o {as,a7} verteidigt as und
o {as,as} verteidigt a;.

Die letzte Aussage ist wahr, da a; tiberhaupt nicht angegriffen wird und die Bedingung von Verteidigung trivial erfiillt
ist. Tatsdchlich gilt, dass a; von jeder Menge S C A¢, verteidigt wird.



Fiihren wir den Begrift Konfliktfreiheit zusammen mit der Bedingung, dass alle Argumente der betrachteten Menge
verteidigt werden, so erhalten wir den Begriff der Zuldssigkeit.

Definition 4. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heift zuléissig in F gdw. S konfliktfrei
ist und jedes a mit a € S verteidigt wird.

Beispiel 7. Wir fiihren Beispiel 3 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Bei-
spiele fiir zulidssige Mengen sind

{a1,a3},{a1,a3,a6},{as,as,a7},{as}
Andererseits gilt
e Die Menge {a;,a3,ag} ist nicht zulissig, da sie nicht konfliktfrei ist.
e Die Menge {a3} ist nicht zuléssig, da a3 nicht vor a, verteidigt wird.

e Die Menge {as,as} ist nicht zuléssig, da as nicht vor ag verteidigt wird. Durch Hinzunahme von a7 erhalten wir
hier allerdings wieder eine zuléssige Menge {a4,as,a7}.

Zulassigkeit ist eine minimale Voraussetzung fiir die Definition einer Reihe von Semantiken fiir abstrakte Argu-
mentationsgraphen!, reicht allerdings nicht aus, um den Begriff von , Plausibilitit“ voll zu beschreiben. Es gilt nimlich,
dass die leere Menge (0) fiir jeden beliebigen Argumentationsgraphen eine zuldssige Menge darstellt (bitte iiberzeugen
Sie sich, dass 0 trivial die Bedingung aus Definition 4 erfiillt). Diese Eigenschaft macht Zuldssigkeit alleine als Seman-
tik viel zu schwach. Betrachten wir beispielsweise wieder den Argumentationsgraphen in Abbildung 3, so sehen wir,
dass das Argument a; nicht angegriffen wird. Es macht also in jedem Fall Sinn, a; zu akzeptieren (da keine Griinde
dagegen sprechen) und jede sinnvolle Extension sollte damit auch a; enthalten. Wir werden uns mit diesem Aspekt im
ndchsten Unterkapitel weiter beschiftigen. Wir machen zuvor aber noch ein paar abschlieende Beobachtungen zur
Zuldssigkeit.

Lemma 3. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Dann ist S zuléissig gdw. S konfliktfrei ist und S, C S.
Beweis. Wir zeigen beide Richtungen.

° ”:>“:
Sei S zuldssig. Dann ist nach Definition 4 S auch konfliktfrei, es bleibt zu zeigen: S C Si. Sei also a € S,
d.h., es gibt ein b € S mit aRb. Da § zuléssig ist und damit alle seine Elemente verteidigt, gibt es ein ¢ € S mit
cRa. Daraus folgt a € S}.

° ”¢“:
Sei S konfliktfrei und S C S;“. Um die Bedingung von Definition 4 zu erfiillen, bleibt zu zeigen, dass S jedes a
mit a € S verteidigt. Sei also a € S beliebig b € A ein Argument mit bRa. Es gilt also b € S;;. Wegen S C S;.f
folgt, dass b € S} und somit gibt es ein ¢ € S mit cRb. Also wird a von S verteidigt. O

Das folgende Resultat ist auch bekannt als (Dungs) fundamentales Lemma:

Lemma 4. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Ist S zulissig und verteidigt a € A, dann ist auch
SU{a} zuldssig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass S; = SU {a} konfliktfrei ist und jedes seiner Elemente verteidigt.

1. Konfliktfreiheit: Nehme an, dass S7 nicht konfliktfrei ist. Da S konfliktfrei war, muss der Konflikt das neue
Argument a involvieren. Also gibt es ein b € S mit bRa oder aRb. Da S zuldssig ist und a verteidigt, gibt es ein
Argument c € S, das den entsprechenden Angreifer angreift, also cRb oder cRa. Da S konfliktfrei ist, kann cRb
nicht moglich sein, es gilt also cRa. Da § aber a verteidigt, muss es ein weiteres Argument d € S geben mit dRc.
Dies widerspricht wiederum der Konfliktfreiheit von S.

'In Kapitel 2.5 werden wir uns allerdings auch einige Alternativen anschauen.



2. 81 = SU{a} verteidigt jedes seiner Elemente: da S zulédssig war, wird jedes b € S schon von S verteidigt. Das
Argument a wird It. Voraussetzung von S (und somit S;) verteidigt. (]

Eine Verallgemeinerung des fundamentalen Lemmas stellt das folgende Resultat dar, dessen Beweis Ubungsaufgabe
ist.

Lemma 5. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S1,S> C A. Sind S| und S, zuldssig und ist S1 US, konfliktfrei,
dann ist S1 US> auch zuldssig.
2.1.3 Die vollstiindige Semantik

Das fundamentale Lemma (Lemma 4) hat bereits gezeigt, dass die Aufnahme verteidigter Argumente die Zuléssigkeit
einer Menge nicht gefidhrdet. Eine Aufnahme aller verteidigter Argumente bringt uns zu dem Begriff der vollstindigen
Semantik.

Definition 5. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heift eine vollstindige Extension von
F gdw. S zuléssig ist und fiir jedes Argument a € A, das von S verteidigt wird, gilta € S.

Mit anderen Worten, eine vollstindige Extension S bildet also eine in sich geschlossene Menge akzeptabler Argu-
mente: alle Argumente in § werden verteidigt und keine weiteren Argumente werden verteidigt.

Beispiel 8. Wir fiihren Beispiel 3 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Der
Argumentationsgraph Fe besitzt die folgenden vollstdndigen Extensionen:

{a1},{a1,a4},{a1,a6},{a1,a3,a6},{a1,a4,a6},{a1,a4,as,a7}
Keine weitere Menge von Argumenten ist vollstindig in Fex.

Wie das obige Beispiel zeigt, beschreibt das Konzept der Vollstindigkeit das Ergebnis der Argumentation nicht
eindeutig, ein Argumentationsgraph F = (A,R) kann grundsitzlich mehrere vollstindige Extensionen besitzen und
diese konnen auch in einer Teilmengenbeziehung zueinander stehen (siehe beispielsweise die vollstdndigen Extensio-
nen {aj,as} und {a;,as,ac}, fiir die {a1,a4} C {a1,as,a¢} gilt). Tatsidchlich kénnen wir jede zuldssige Menge zu
einer vollstindigen Extension erweitern.

Lemma 6. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A zuléissig. Dann gibt es eine vollstiindige Extension S’
mitS C S'.

Beweis. Sei S zuldssig, aber nicht vollstindig. Dann gibt es ein a € A\ S, das von S verteidigt wird. Nach Lemma 4
ist S = SU {a} auch zuldssig und S C Sj. Ist $7 nun vollstiindig, gilt die Aussage fiir S = S;. Ansonsten gibt es ein
weiteres Argument @’ € A\ Sy, das von S; verteidigt wird. Die Aussage folgt dann induktiv. (I

Korollar 1. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann besitzt F wenigstens eine vollstindige Extension.
Beweis. Da 0 stets zulissig ist, folgt die Aussage direkt aus Lemma 6. O

Lemma 7. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und a € A ein Argument, das nicht angegriffen wird ({a}, = 0).
Dann gilt a € S fiir jede vollstindige Extension S.

Beweis. Sei S eine vollstéindige Extension und nehme an, dass a ¢ S. Offensichtlich wird a aber von S verteidigt, also
kann S nicht vollstindig sein im Widerspruch zur Annahme. Es folgt a € S. O



2.1.4 Die priiferierte Semantik

Beispiel 8 hat gezeigt, dass ein Argumentationsgraph durchaus viele vollstindige Extensionen besitzen kann und
diese auch in einem Teilmengenverhiltnis zueinander stehen kénnen. Gilt jedoch S C §' fiir zwei Extensionen S und
S’, so macht es aus praktischer Sicht wenig Sinn, S als Ausgang der Argumentation zu betrachten, wenn doch §’
kompatibel mit S ist, aber zu weitaus mehr Argumenten ,,Stellung” bezieht. Diese Einsicht bringt uns auf den Begriff
der pridferierten Semantik.

Definition 6. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heiBt eine priiferierte Extension von
F gdw. S vollstindig ist und es gibt kein vollstindiges S’ C A mit S C .

Eine priferierte Extension S ist also eine maximale vollstindige Extension.? Tatsichlich ist die Forderung der
Vollstiandigkeit in der Definition der priferierten Semantik schon implizit durch die Maximierung erfiillt, sodass die
folgende Charakterisierung gilt (die auch iiblicherweise als Definition der priferierten Semantik benutzt wird).

Lemma 8. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S ist eine priiferierte Extension gdw. S
zuléissig ist und es kein zuldissiges S' C A mit S C S’ gibt.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen.

e ,=": Sei § eine priferierte Extension. Da § vollstindig ist, ist S auch zuldssig. Angenommen, es gibt ein
zuldssiges S C A mit S C §'. Nach Lemma 6 gibt es dann eine vollstindige Extension §” mit §' C §”. Dann
wire S” eine vollstindige Extension mit S C S”, im Widerspruch dazu, dass S priferiert ist. Also gibt es kein
zuldssiges S’ CAmit S C §'.

e < Sei S zulissig und es gibt kein zuléssiges S’ C A mit S C §’. Damit S priiferiert ist, miissen wir zeigen, dass
S vollstindig ist und dass es kein vollstindiges S’ C A mit S C 8’ gibt:

— Sist vollstindig: Angenommen, S ist nicht vollstindig, dann gibt es ein a € A\ S, das von S verteidigt wird.
Nach Lemma 4 ist SU {a} aber zulédssig und es gilt S C SU{a}, im Widerspruch zur Annahme. Also ist S
vollstindig.

— Es gibt kein vollstidndiges S C A mit S C §’: Angenommen es giibe ein vollstindiges S C A mit S C §'.
Dann ist §" aber auch zuldssig mit S C ', im Widerspruch zur Annahme. Also gibt es kein vollstindiges
SCAmitSCS. O

Beispiel 9. Wir fiihren Beispiel 8 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Zur
Erinnerung, der Argumentationsgraph F.x besitzt die folgenden vollstindigen Extensionen:

{ai1},{a1,a4},{a1,a6},{a1,a3,a6},{a1,a4,a6},{ai,a4,as,a7}

Von diesen Extensionen sind die folgenden maximal bzgl. Teilmengeninklusion und damit préferierte Extensionen:

{a1,a3,a6},{a1,a4,a6}.{a1,a4,as,a7}

Das obige Beispiel zeigt, dass ein Argumentationsgraph mehr als eine priferierte Extension besitzen kann (aller-
dings iiblicherweise weniger als vollstindige Extensionen). Aus Korollar 1 folgt auch direkt, dass jeder Argumentati-
onsgraph wenigstens eine priferierte Extension besitzen muss.

Korollar 2. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann besitzt F wenigstens eine priferierte Extension.

Beweis. Laut Korollar 1 besitzt F' wenigstens eine vollstindige Extension S;. Ist S| auch priferiert, ist die Aussage
gezeigt. Andernfalls muss es eine weitere vollstindige Extension S mit S; C S> geben. Die Aussage folgt dann
induktiv. O

2Wenn wir von Maximalitéit von Mengen reden, dann meinen wir in den meisten Fillen, wie in Definition 6, Maximialitiit bzgl. Mengeninklusion
und nicht bzgl. Kardinalitdt. Es ist nicht notwendigerweise der Fall, dass maximale Mengen (bzgl. Mengeninklusion) auch maximale Kardinalitit
haben. Beispiel: Gegeben die Menge von Mengen {{a},{a,b},{a,c,d}} so sind sowohl {a,b} als auch {a,c,d} maximal bzgl. Mengeninklusion,
aber nur {a,c,d} ist maximal bzgl. Kardinalitit.



2.1.5 Die grundierte Semantik

Priferierte Extensionen realisieren einen ,,maximalen” Standpunkt zum Ausgang der Argumentation, die mit einem
Argumentationsgraphen dargestellt wird, und stehen damit grundsétzlich in einem Widerspruch zueinander, d. h., man
kann die Argumente aus zwei priferierten Extensionen S und S, nicht gleichzeitig akzeptieren ohne Zuldssigkeit zu
gefdhrden.

Lemma 9. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S1,S, C A priiferierte Extensionen mit S1 # Sp. Dann ist
S1US, nicht zuldssig.

Beweis. Angenommen S3 = S7 US, wire zuldssig. Dann ist S3 eine zuldssige Menge mit S; C S3 im Widerspruch zur
Annahme, dass S; priferiert ist, siche Lemma 8. O

Préferierte Extensionen stellen damit einen sehr liberalen Standpunkt zum Ausgang der Argumentation dar, der
nicht mit anderen Standpunkten kompatibel ist. Allerdings sehen wir in der Liste der priferierten Extensionen aus
Beispiel 9, dass alle Extensionen das Argument a; enthalten. Mit anderen Worten, egal welchen Standpunkt (bzgl.
préferierter Semantik) wir annehmen, die Akzeptanz des Arguments a; ist in jedem Fall gegeben. Wir schauen uns nun
mit der grundierten Semantik eine Semantik an, die sich auf die Akzeptanz solcher universell akzeptierten Argumente
fokussiert.

Definition 7. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heiBt eine grundierte Extension von
F gdw. S vollstindig ist und es gibt kein vollstindiges §' C A mit S’ C S.

Beispiel 10. Wir fiihren Beispiel 8 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Zur
Erinnerung, der Argumentationsgraph Fex besitzt die folgenden vollstindigen Extensionen:

{ai1},{a1,a4}.{a1,a6},{a1,a3,a6},{a1,a4,a6}.{a1,a4,as,a7}

Von diesen Extensionen ist die folgende minimal bzgl. Teilmengeninklusion und damit eine grundierte Extension:

{a1}

Im obigen Beispiel gab es nur eine einzige grundierte Extension. Dies ist kein Zufall, tatsdchlich ist die grundierte
Extension in jedem Argumentationsgraphen eindeutig bestimmt.

Proposition 1. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann gibt es genau eine grundierte Extension Sgr C A.

Wir verschieben den Beweis der obigen Proposition auf weiter unten, da uns das notige Handwerkszeug fiir einen
(eleganten) Beweis zu diesem Zeitpunkt noch fehlt. Wir erarbeiten uns dazu zunichst eine Charakterisierung der
grundierten (und vollstdndigen) Semantik durch Fixpunkte der sogenannten charakteristischen Funktion.

Definition 8. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Die charakteristische Funktion A von F ist die Funktion
Ar : 24 — 24 definiert durch

Ar(S)={a € A| S verteidigt a}
fiir alle S C A.
Fiir eine Menge S ist Ar(S) also die Menge aller Argumente, die von S verteidigt werden.

Beispiel 11. Wir fiihren Beispiel 3 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Hier
gilt beispielsweise

AR, (0) ={a1}

A, ({a1}) ={a1}
Ar,({as,a7}) ={a1,as,a6}
Ar,({az,as}) = {a1,as,a6}



Vollstindige Extensionen konnen als Fixpunkte der Funktion Ar charakterisiert werden.

Lemma 10. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S ist zuléissig gdw. S konflikifrei ist und
S CAgR(S).

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen.

e =": Sei § zuldssig. Die Konfliktfreiheit von S folgt nach Definition. Weiterhin gilt, dass jedes a € S von S
verteidigt wird und damit S C Ap(S).

e <" Sei S konfliktfrei und S C Ar(S). Jedes a € S wird also von S verteidigt, damit ist S zulissig. O

Proposition 2. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S ist vollstindig gdw. S konfliktfrei ist
und S = Ap(S).

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen.

e =": Sei S vollstdndig. Die Konfliktfreiheit von S folgt nach Definition. Weiterhin gilt, dass jedes a € S von S
verteidigt wird und es gibt kein b € A\ S, das von S verteidigt wird. Es folgt S = Ar(S).

e ,<": Sei S konfliktfrei und § = Ar(S). Nach Lemma 10 ist S also zulidssig. Angenommen, S ist nicht vollstindig.
Dann gibt es a € A\ S, das von S verteidigt wird, also a € A (S), im Widerspruch zur Annahme. Es folgt, dass
S vollstdndig ist. O

Eine schone Eigenschaft der charakteristischen Funktion ist ihre Monotonie:
Lemma 11. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S,S' C A. Gilt S1 C S5, so folgt Ar(S1) C Ar(S>).

Beweis. Es gelte S} C S, und a € Ap(S)). Fiir jedes b € A mit bRa gibt es also ein ¢ € S| mit cRb. Wegen 1 C S, gibt
es also fiir jedes b € A mit bRa ein ¢ € S, mit cRb. Es folgt a € Ap(S,) und damit Ap(S1) C Ap(Ss). O

Eine wiederholte Anwendung der charakteristischen Funktion stellen wir durch Potenzierung dar. Fiir einen Argu-
mentationsgraphen F = (A,R) und S C A schreiben wir

fiir alle i > 1. Also ist beispielsweise A3 (S) = Ar(Ar(Ar(S))). Eine wiederholte Anwendung der charakteristischen
Funktion auf die leere Menge ergibt eine Folge von monoton wachsenden und schlieBlich konvergierenden Mengen.

Lemma 12. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann gibt es ein k € N mit

0 C AL(0) CAZ(D) C ... C A (0) CAL0) =AT(0)=...
wobei alle Teilmengenbeziehungen Ai.(0) C AL (0) fiir i < k echt sind.
Beweis. Es gilt zunichst A% (0) C A7 (0) fiir alle i > 0 via Induktion nach i:

e Induktionsanfang i = O:
A%(0) =0 C AL(0) gilt, da die leere Menge Teilmenge jeder Menge ist.

e Induktionsschritt i — i+ 1:
Es gelte Ai-'(0) C AL (0). Nach Lemma 11 gilt dann auch

Ar(AF(0) C AF(AL(0))

und dies ist dquivalent zu A% (0) C AL (0).



Wegen AL (0) C A1 (0) fiir alle i > 0 folgt, dass es ein (kleinstes) k geben muss mit Ak (0) = A1 (0) (da es nur
endlich viele Argumente gibt). Dann gilt auch Ak (0) = A’;’ (0) fiir alle X’ > k und somit die Aussage. O

Die obige Beobachtung gibt uns eine Berechnungsvorschrift fiir eine grundierte Extension.

Proposition 3. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann ist
s=Uaro)
i=1

eine grundierte Extension.

Beweis. Sei k wie in Lemma 12. Dann gilt
§=JAr(0) = A:(0)
i=1
Wegen AL (0) = ALT1(0) folgt, dass S vollstindig ist. Noch zu zeigen ist, dass S eine minimale vollstindige Extension
(bzgl. der Teilmengenbeziehung) ist. Angenommen es gibt eine vollstindige Extension ' mit S’ C S. Sei [ so, dass
A0 cs  und AL ZS

Die Zahl / muss eindeutig bestimmt sein, da @ = A% (@) C S’ und S = A% (0) € S’ (irgendwann bei der Konstruktion
von § miissen wir von §' abweichen). Sei a € AL (0)\ S'. Dann wird a von AL (0) verteidigt. Wegen AL (0) C §' wird
a aber auch von §' verteidigt. Dies ist im Widerspruch zur Vollstindigkeit von S'. Es folgt, dass S grundiert ist. O

Wir sind nun in der Lage, Proposition 1 zu beweisen.

Beweis von Proposition 1. Nach Proposition 3 ist
s=JAr )
i=1
eine grundierte Extension. Angenommen, es gibt noch eine weitere grundierte Extension S’ # S. Ahnlich wie im
Beweis zu Proposition 3 sei / so, dass
A @) cs  und  ALD)ZS

Seia € AL(0)\ S'. Dann wird a von AL"!(0) verteidigt. Wegen AL! (@) C §’ wird a aber auch von ' verteidigt. Dies ist
im Widerspruch zur Vollstindigkeit (und damit Grundiertheit) von S'. Es folgt, dass S die einzige grundierte Extension
ist. O

Beispiel 12. Wir betrachten den Argumentationsgraphen Fixy = (Aex2, Rex2) gegeben durch

ACXZ = {a]aa27a37a4aa5}
Rexx = {(a1,a2),(a2,a3),(a3,a4),(as,as)}

Der Argumentationsgraph Fey» ist in Abbildung 4 dargestellt. Eine iterative Anwendung von Af,_, auf die leere Menge
ergibt

0=y
Af,,(So) ={ar} =: 5
Ak, (S1) = A, (So) = {ar,a3} =: S,
AR, (S2) = A, (So0) = {a1,a3,a5} =: S3

AFex2 (S3) = Aﬁ‘

€

o (80) ={a1,a3,a5} = 53

und damit ist S; US> U... = S3 = {ay,as,as} die grundierte Extension von Fyy».
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Abbildung 4: Der Argumentationsgraph Fex, aus Beispiel 12.

Abbildung 5: Der Argumentationsgraph Fe3 aus Beispiel 13.

Ahnlich wie Proposition 1 und Proposition 3 lisst sich auch die folgende Aussage beweisen (Ubungsaufgabe).

Proposition 4. Sei F = (A, R) ein Argumentationsgraph und S, die grundierte Extension von F. Fiir jede vollstindige
Extension S C A gilt Sy C S.

Aus obiger Aussage und der Tatsache, dass die grundierte Extension selbst vollstindig ist, folgt auch die folgende
Charakterisierung der grundierten Extension.

Korollar 3. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S\, ...,S, die vollstindigen Extensionen von F. Dann ist
S1N...NS, die grundierte Extension von F.

Da jede préferierte Extension vollstdndig ist, folgt auch, dass die grundierte Extension Teilmenge jeder priferierten
Extension ist. Eine Gleichheit der grundierten Extension mit dem Schnitt aller priferierten Extensionen (wie im obigen
Korollar fiir die vollstandigen Extensionen gezeigt wurde), gilt allerdings nicht.

Beispiel 13. Wir betrachten den Argumentationsgraphen Fix3 = (Aex3, Rex3) gegeben durch
Aexs = {a1,a2,a3,a4}
Rex3 = {(al 7a2)a ((12,(1] )7 ((11 ,(13), (02,03)7 (03,(14)}

Der Argumentationsgraph Fex3 ist in Abbildung 5 dargestellt. Hier gibt es zwei priferierte Extensionen S| = {aj,a4}
und S> = {az,a4} mit S; NS> = {as4}. Die grundierte Extension Sy, von Fey3 ist Sgr = 0.

Die stirkste allgemeine Aussage, die wir zum Verhiltnis der grundierten Extension mit dem Schnitt aller priferierten
Extensionen geben konnen, ist die folgende.

Korollar 4. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph, Sy,...,S, die priferierten Extensionen von F und S, die grun-
dierte Extension. Dann gilt Sgr C S1N...NSp.

2.1.6 Die stabile Semantik

Wir betrachten nun noch die letzte der vier klassischen Semantiken, namlich die stabile Semantik.

Definition 9. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S heiBt stabile Extension von F gdw. S
vollstindig ist und es fiir jedes a € A\ S ein b € S mit bRa gibt.

Die stabile Semantik stellt eine sehr ,,aggressive Semantik dar, da jedes Argument entweder akzeptiert werden
oder angegriffen werden muss.



Abbildung 6: Der Argumentationsgraph Fex4 aus Beispiel 15.

Beispiel 14. Wir fiihren Beispiel 8 fort und betrachten weiterhin den Argumentationsgraphen aus Abbildung 3. Zur
Erinnerung, der Argumentationsgraph Fex besitzt die folgenden vollstindigen Extensionen:

{611},{6117614},{al,a6},{611703,(16},{(11,(14,616},{611704,(15,617}

Von diesen Extensionen sind die folgenden Mengen stabil:

{a1,a4,a6},{a1,a4,as,a7}

Beachten Sie insbesondere, dass die priferierte Extension {aj,as3,a¢} nicht stabil ist, da das Argument ag nicht von
dieser Menge angegriffen wird.

Ahnlich wie bei der priferierten Semantik ist die Forderung nach Vollstindigkeit schon implizit in der zweiten
Bedingung enthalten. Tatsédchlich lassen sich stabile Extensionen wie folgt charakterisieren.

Lemma 13. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S ist eine stabile Extension gdw. S
konfliktfrei ist und fiir jedes a € A\ S gibt es ein b € S mit bRa.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass wenn S konfliktfrei ist und es fiir jedes a € A\ S ein b € S gibt mit bRa, die Menge
S stabil ist (die anderen Richtung folgt nach Definition). Wir zeigen also noch, dass S zuldssig und vollsténdig ist.

o Zuldssigkeit: Da S konfliktfrei ist und jedes Argument auflerhalb von § angreift, wird jedes Argument in S
automatisch verteidigt. Damit ist S zuldssig.

o Vollstindigkeit: Da jedes Argument entweder in S ist oder von einem a € § angegriffen wird, kann kein Argu-
ment auf3erhalb von S verteidigt werden (ansonsten wére S nicht konfliktfrei). O

Weiterhin konnen stabile Extensionen wie folgt beschrieben werden.

Lemma 14. Sei F = (A, R) ein Argumentationsgraph und S C A. Die Menge S ist eine stabile Extension gdw. SNSy =0
und SUSY = A.

Beweis. Die Bedingung SN S} = 0 ist dquivalent zur Konfliktfreiheit von S (siche Lemma 2) und die Bedingung
SUS; = A ist dquivalent dazu, dass jedes Argument in A in S ist oder von S angegriffen wird. O

Die stabile Semantik ist im Unterschied zu den bisher betrachteten Semantiken nicht immer wohldefiniert. Mit
anderen Worten, es gibt Argumentationsgraphen, die iiber keine stabilen Extensionen verfiigen.

Beispiel 15. Wir betrachten den Argumentationsgraphen Fixq = (Aexa, Rexa) gegeben durch
Aex4 = {al 7a27a3}
Rexs = {(a1,a2),(az,a3),(a3,ar)}

Der Argumentationsgraph Fexq ist in Abbildung 6 dargestellt. Hier gibt es nur eine zulidssige Menge 0, die sogleich
grundierte Extension und die einzige vollstindige und priferierte Extension ist. Allerdings ist @ offensichtlich nicht
stabil.
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Abbildung 7: Zusammenhinge zwischen semantischen Begriffen. Eine Kante 6; — &, heift, dass fiir alle Argumen-
tationsgraphen F, die Beziehung 61 (F) 2 6(F) gilt.

Existieren jedoch stabile Extensionen, so sind sie automatisch auch préferiert.
Proposition 5. Ist S eine stabile Extension, dann ist S auch eine prdferierte Extension.

Beweis. Sei S eine stabile Extension. Wir miissen zeigen, dass S zuldssig ist und es keine groere zuldssige Menge
gibt.

o Zuldssigkeit: S ist vollstandig und damit zuldssig nach Definition.

e Maximalitit: Da S alle Argumente auflerhalb von S angreift, wiirde die Hinzunahme eines weiteren Arguments
zu einer nicht-konfliktfreien (und damit nicht zuldssigen) Menge fiihren. O

Wir schlieSen den Grundlagenteil zur abstrakten Argumentation mit einigen zusammenfassenden Bemerkungen zu
den Zusammenhingen zwischen den einzelnen semantischen Begriffen ab. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph.
Wir vereinbaren die folgenden Abkiirzungen®:

cf(F) = {S C A| S ist konfliktfrei in F'}

ad(F)={S CA|Sistzulidssigin F}

co(F) = {S C A| S ist eine vollstindige Extension von F'}
pr(F) =

gr(F) =

st(F) =

{S C A | S ist eine priferierte Extension von F'}
{S C A | S ist eine grundierte Extension von F'}
{S C A | S ist eine stabile Extension von F}

Es gelten die folgenden Zusammenhénge, die direkt aus den Definitionen der jeweiligen Begriffe ableitbar sind.
Korollar 5. Sei F = (A,R) ein Argumentationsgraph. Dann gilt
1. ad(F) C cf(F)

2. co(F) C ad(F)
3. pr(F) C co(F)
4. gr(F) C co(F)
5 p

N

N

. st(F) C pr(F)

Abbildung 7 visualisiert die obigen Zusammenhénge zwischen den einzelnen semantischen Begriffen.

3Die Abkiirzungen leiten sich aus den entsprechenden englischen Fachbegriffen ab: conflict-freeness (Konfliktfreiheit), admissibility
(Zulissigkeit), completeness (Vollstindigkeit), preferredness (Préferiertheit), groundedness (Grundiertheit) und stability (Stabilitét)
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