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Einfiihrung in Maschinelles Lernen

2.1 Lineare Regression
Version 1.9, 2023/04/18

Prof. Dr. Matthias Thimm
Artificial Intelligence Group, FernUniversitat in Hagen

Lineare Regression ist die prinzipiell simpelste Form des maschinellen Lernens und wird iiblicherweise auch eher
als statistische Methode und nicht als Methode des maschinellen Lernens verstanden. Die Prinzipien der linearen Re-
gression sind allerdings archetypisch fiir viele Methoden des maschinellen Lernens und es lassen sich viele komplexe
Konzepte einfach am Beispiel der linearen Regression erldutern. Aus diesem Grund sind viele der in diesem Abschnitt
eingefiihrten Konzepte fiir den gesamten Bereich des maschinellen Lernens relevant.

2.1.1 Grundlagen

In seiner einfachsten Form besteht das Problem der linearen Regression in der optimalen Anpassung einer Geraden an
eine gegebene Menge von Punkten. Insbesondere beschiftigen wir uns hier mit der Anwendung der linearen Regres-
sion fiir das Problem der Funktionsapproximation, d.h., der Vorhersage des Funktionswerts einer Instanz, gegeben
gewisser Merkmalsausprdgungen der Instanz. Sein € N fix.

Definition 1. Ein Datenpunkt x = (x1,...,x,)" ist ein Punkt x € R".

Wir nennen n die Dimension und jedes i = 1,...,n ein Merkmal (engl. feature). Ist x € R" ein Datenpunkt mit
x = (x1,...,%,)7, so stellt jedes x;, i = 1,...,n, eine Ausprigung des Merkmals i dar. Sei m € N fix. Ein Tupel (x,y)
mit y € R (der Wert der Zielvariablen) ist ein Beispiel und eine Menge D = {(x1),y(1)), ... (x(™) y(™))} mit Beispielen
(x(i) 7)/(")), i=1,...,m, heiBt Datensatz.

Beispiel 1. Stellen Sie sich vor, Sie wollen Ihrem oder Threr Liebsten einen Ring schenken und méchten, dass dies eine
Uberraschung wird. Weiterhin ergibt sich nicht die Moglichkeit den Umfang des Ringfingers der Person (heimlich)
abzumessen, so dass Sie andere Wege finden miissen, um an diese Information zu kommen. Wie es der Zufall so will,
verfiigen Sie allerdings iiber Daten Threr besten Freunde, die den Umfang des Ringfingers mit der Korpergrofle der
jeweiligen Person in Beziehung setzt, siche Tabelle 1. Abbildung 1 visualisiert die Daten entsprechend. Ignorieren
wir die Bezeichner (Personennamen) der Daten (diese sind fiir die Lernaufgabe nicht von Relevanz) so lassen sich die
Daten entsprechend als Datensatz Dyjyg via

Dying = {((153.3),47.1),((158.9),46.8), ((160.8),49.3), ((179.6),53.2), ((156.6),47.7),
((165.1),49.0), ((165.9),50.6), ((156.7),47.1),((167.8),51.7), ((160.8),47.8)}

reprisentieren. Hierbei ist beispielsweise ((153.3),47.1) ein Beispiel mit Datenpunkt (153.3) € R!, wobei 153.3 die
Auspriagung des Merkmals ,,Korpergrofie™ ist.

Beispiel 2. Um Ihren personlichen Aufwand fiir den Kurs ,Einfiihrung in Maschinelles Lernen” moglichst gering
zu halten, haben Sie wieder Thre Freunde (die den Kurs alle schon besucht haben) befragt, wie viele Stunden sie fiir
den Kurs investiert haben, an wie vielen Sprechstunden sie teilgenommen haben und welche Note am Ende dabei
herausgekommen ist, siche Tabelle 2. Abbildung 2 visualisiert die Daten entsprechend. Ignorieren wir die Bezeichner
(Personennamen) der Daten (diese sind fiir die Lernaufgabe nicht von Relevanz) so lassen sich die Daten entsprechend
als Datensatz D, Via

Diore = {((253,3),2.0),((301,6),1.0),((211,1),3.3),((103,3),5.0), ((353,4), 1.0),
((250,2),2.3),((98,4),4.0),((150,4),3.7),((63,1),5.0), ((282,5),1.3) }
reprisentieren. Hierbei ist beispielsweise ((253,3),2.0) ein Beispiel mit Datenpunkt (253,3) € R?, wobei 253 die

Ausprigung des Merkmals ,,Lernaufwand und 3 die Ausprigung des Merkmals ,,Anzahl Teilnahmen Sprechstunden‘
ist.



| Person | KorpergroBe (in cm) || Ringfingerumfang (in mm) |

Anna 153.3 47.1
Bernd 158.9 46.8
Catharina 160.8 49.3
David 179.6 53.2
Edith 156.6 47.7
Frank 165.1 49.0
Gertrud 165.9 50.6
Hans 156.7 47.1
Irma 167.8 51.7
Jochen 160.8 47.8

Tabelle 1: Datensatz zu Beispiel 1. Bitte beachten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.
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Abbildung 1: Datensatz zu Beispiel 1 (visualisiert).
| Person | Lernaufwand (in Std.) | Anzahl Teilnahmen Sprechstunde || Note |

Anna 253 3 2.0
Bernd 301 6 1.0
Catharina 211 1 3.3
David 103 3 5.0
Edith 353 4 1.0
Frank 250 2 2.3
Gertrud 98 4 4.0
Hans 150 4 3.7
Irma 63 1 5.0
Jochen 282 5 1.3

Tabelle 2: Datensatz zu Beispiel 2. Bitte beachten Sie, dass die Daten rein fiktiv sind.
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Abbildung 2: Datensatz zu Beispiel 2 (visualisiert).

Wir benutzen lineare Regression zur Funktionsapproximation, d. h., die Aufgabe des zu erlernenden Modells ist
die Vorhersage des Funktionswertes y € R zu einem beliebigen Datenpunkt x € R”. Wir nehmen dazu an, dass die zu su-
chende Funktion ¢ihnlich zu der Funktion ist, die einen gegebenen Trainingsdatensatz D = {(xV),y()) ... (x(™) y(m))}
generiert hat. Bei der linearen Regression nehmen wir zusétzlich an, dass der Zusammenhang zwischen x und y (die
Zielvariable) linear ist.

Definition 2. Sei 6 = (89,01, ... ,en)T € R Eine lineares Modell auf R” ist eine Funktion kg : R” — R mit
hg (x) =0p+01x1+...+6,x,

fiir alle x = (x1,...,x,)7 € R™.

Die Werte 8 = (09, .. .,0,) sind die Parameter des Modells hg . Der Parameter 8y stellt hierbei den konstanten Teil
der Funktion hg dar.

Gegeben ein Trainingsdatensatz D = {(x(1),y(1)), ... (x(™) y("))} ist es nun die Aufgabe, konkrete Werte fiir die
Parameter 0 zu finden, so dass /g (x(i)) ~ y(i), fiir alle i = 1,...,m, ist. Dann gilt unter der Annahme, dass zukiinftige
Beispiele aus der gleichen Verteilung entstammen, auch, dass fiir einen neuen Datenpunkt x € R" der Wert &g (x)
,hahe“ am tatsdchlichen Funktionswert liegt.

Beispiel 3. Abbildung 3 visualisiert drei verschiedene mogliche lineare Modelle (unterschiedlicher Giite), die die
Daten aus Beispiel 1 (siehe auch Tabelle 1 und Abbildung 1) erkldren. Die dargestellten Funktionen sind

) =47+

100
f(z)=—4+ %z
f3(z) =9+ %z

Betrachten wir uns f] etwas genauer. Die Funktion f; kann dquivalent repriasentiert werden durch die Parameter

1

= (47, —
0 (7’100

)

eines linearen Modells /g. Gegeben ein Datenpunkt x = (x;) ist

hg (x) =0y +01x;
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Abbildung 3: Tllustration dreier moglicher linearer Modelle zu den Daten aus Beispiel 1.

Beispiel 4. Abbildung 4 visualisiert drei verschiedene mogliche lineare Modelle (unterschiedlicher Giite), die die
Daten aus Beispiel 2 (siehe auch Tabelle 2 und Abbildung 2) erkldren. Die dargestellten Funktionen sind

1 1
gl(y,Z)—6—ﬁ*y—g*z
(12) = 4— ——sy— Ly
gzy,Z - 200 y 6 Z

1 1
g3(yvz)—5—m*y—m*z

Betrachten wir uns g; etwas genauer. Die Funktion g; kann dquivalent repréasentiert werden durch die Parameter

1 1

0= (677ﬁ376)

eines linearen Modells /g. Gegeben ein Datenpunkt x = (x7,xp) ist

hg (x) =00+ 01x1 +62x

Das Finden der optimalen Parameter 6, so dass g moglichst gut an die Beispiele in D angepasst ist, kann als
Optimierungsproblem modelliert werden. Dazu wihlt man zunéchst ein geeignetes Abstandsmaf3 (oder Fehlermaf3
oder Kostenfunktion), das bewertet, wie nah eine Funktion an die Beispiele D angepasst ist. Das iiblichste Feh-
lermaB3 im maschinellen Lernen ist der quadratische Fehler. Um die Notation zu vereinfachen, reprisentieren wir
D= {(xM,yM), ..., (x™, y(™)} durch eine Matrix Xp und einen Vektor yp wie folgt

1« (1) y()

X R
Xp=|: : : YD = :
1 xgm) ... x,(,m) y(m)
Mit anderen Worten, X, € R("+1)*" enthilt als Zeilenvektoren alle Datenpunkte der Beispiele aus D und eine zusiitzlich
vorangestellte 1. Letztere dient der einfacheren Darstellung als Vektorprodukt und wird auch Bias genannt. Da die Zei-
len von Xp spiter mit & € R"*! multipliziert werden sollen, stimmen hier nun die Dimensionen und der konstante Teil
der Funktion kg wird hier einfach mit 1 multipliziert. Der Vektor yp € R enthilt die zugehorigen Funktionswerte.



300 200 100
Lernaufwand (in Std.)

Abbildung 4: Illustration dreier moglicher linearer Modelle zu den Daten aus Beispiel 2.

Definition 3. Sei D ein Datensatz und f : R” — R eine beliebige Funktion. Der quadratische Fehler L von f bzgl. D
ist definiert durch

(D) =y0)?

™M=

LD.f)=]

14

Ist f = hg eine lineare Funktion /g mit Parametern 0, so ist dies dquivalent zu
L(D,8) = ||Xp6 —yp|*
wobei || - || die Euklidische Norm ist.

Beispiel 5. Wir setzen Beispiel 3 fort und wiederholen noch einmal die drei genannten linearen Modelle fi, f> und

S
filz) =47+ II%Z
f(z)=—4+ 3%
f(2) :9-{—%2

Wenden wir den quadratischen Fehler auf diese Funktionen bzgl. des Datensatzes Dyng (siche Tabelle 1) an, erhalten
wir

L(Dring, f1) ~ 41.705
L(Dring, f2) ~21.349
L(Dring, f3) = 9.778
Wie man sieht erhélt die optisch am besten angepasste Funktion f3 den niedrigsten quadratischen Fehler.

Beispiel 6. Wir setzen Beispiel 4 fort und wiederholen noch einmal die drei genannten linearen Modelle g, g> und

83:
81(0,2) = 6= 355 %y — £ *2
gz(y,z):4—ﬁ*y—é*z
ga(y7Z):5—m*y—1—lo*z



Wenden wir den quadratischen Fehler auf diese Funktionen bzgl. des Datensatzes Dy (siche Tabelle 2) an, erhalten
wir

L(Drote, 1) ~ 47.0454
L(DnoteagZ) ~ 9.958
L(Dnote783) ~ 3.397

Auch hier sieht man, dass die optisch am besten angepasste Funktion g3 den niedrigsten quadratischen Fehler erhlt.

Damit hg die Beispiele in D bestmdglich approximiert, suchen wir Parameter 6, die den quadratischen Fehler L
bzgl. D minimieren, d h., wir suchen eine Losung fiir das folgende Optimierungsproblem:

min L(D,8) =min [1X6 —yolf @

Fiir lineare Regression ist das obige Optimierungsproblem stets eindeutig l6sbar, d. h., ein lokales Minimum ist stets
das globale Minimum. Methoden wie Gradient Descent konnen hier also das obige Problem beliebig genau 16sen. Bei
groBen Trainingsdatensétzen und/oder vielen Merkmalen ist dies auch die praktikabelste Methode. Allerdings kann das
Minimum in (1) durch einfache Methoden der Differentialrechnung auch in geschlossener Form dargestellt und somit
direkt berechnet werden.! Da das lokale/globale Minimum von L(D,0) eindeutig bestimmt ist, kann dieses durch die
Nullstelle des Gradienten bzgl. ® von L(D,0) charakterisiert werden, d. h., 8 ist die optimale Parameterkombination
gdw. VoL(D,0) = 0 ist. Es folgt:

VoL(D,0) =0

Ve ||XDG —yDH2 =0

Vo (Xp6 —yp)" (Xp8 —yp) =0

Vo (87X Xp® — 20" X yp+yhyp) =0

2X5Xp® —2X5yp =0

(X5Xp) ™' Xpyp =0

Pl

Da Xp und yp gegeben ist, kann 6 mit obiger Gleichung direkt berechnet werden. Es sollte aber beachtet werden, dass
diese Methode die rechenaufwindige Invertierung der Matrix X Xp beinhaltet. Gerade bei groBen Werten fiir m und
n ist die Verwendung von numerischen Optimierungsmethoden (wie Gradient Descent) zu bevorzugen.

Beispiel 7. Wir setzen Beispiel 5 fort. Das optimale lineare Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch
f(2) ~5.362+0.269 x x
Die Funktion f ist visualisiert in Abbildung 5 und verfiigt mit
L(Dring, f) = 5.91
iiber einen geringeren quadratischen Fehler als die Funktionen aus Beispiel 3.
Beispiel 8. Wir setzen Beispiel 6 fort. Das optimale lineare Modell in diesem Beispiel ist gegeben durch
g(y,2) = 6.321 —0.0141 xy — 0.166 * 7
Die Funktion g ist visualisiert in Abbildung 6 und verfiigt mit
L(Dnote, g) =~ 0.83

tiber einen geringeren quadratischen Fehler als die Funktionen aus Beispiel 4.

IBeachten Sie bitte, dass im Folgenden und auch in spiteren Abschnitten, einige mathematische Details abstrahiert werden und nicht immer
alle notwendigen Vorbedingungen zur Anwendung mathematischer Gleichheiten explizit iiberpriift werden. Fiir weitere Details verweisen wir auf
weiterfithrende Literatur.
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Abbildung 6: Optimal angepasstes lineares Modell fiir den Datensatz Dyqe.

2.1.2 Evaluation

Lineare Regression ist nur eine Methode von vielen im Bereich des maschinellen Lernens. Eine wichtiger Punkt bei
der Entwicklung und Anwendung von Methoden des maschinellen Lernens ist daher die Evaluation, d. h., die Analyse
und Feststellung, wie gut eine bestimmte Methode ein konkretes Problem des maschinellen Lernens 16st. Dies hilft
insbesondere dabei, die fiir das konkrete Problem beste Methode auszuwéhlen.

Um eine Methode des maschinellen Lernens zu evaluieren, teilt man iiblicherweise die fiir das Lernen zur Verfiigung
stehenden Daten in einen Trainingsdatensatz (wie zuvor schon genutzt) und einen 7estdatensatz auf. AnschlieBend
trainiert man die Methode ausschlieBlich auf dem Trainingsdatensatz und benutzt den Testdatensatz, um zu evaluieren
wie gut das gelernte Modell auf zuvor ungesehenen Daten generalisiert. Ublicherweise geschieht diese Aufteilung in
Trainings- und Testdatensatz zuféllig und so, dass der Trainingsdatensatz ungefiahr 75%-90% des Gesamtdatensatzes
ausmacht. Als Evaluationsmal} benutzen wir eine normalisierte Variante des quadratischen Fehlers: das Bestimmtheits-

mays.
Definition 4. Sei D = {(x("),y()), ... (x(") y("))} ein Datensatz und f : R” — R eine beliebige Funktion. Das Be-



stimmtheitsmaf3 R* von f bzgl. D ist definiert durch

(0 —3)? o0 —5)2

wobei ¥ der Mittelwert der y(i) ist:

1

U]

Mx

o1
y=—= y
mi3

Der Wert R?(D, f) kann maximal 1 betragen, dies entspricht dem Fall, daB f den Datensatz D perfekt model-
liert (f (x(i)) =y fiir alle i = 1,...,m). Je kleiner der Wert R*(D, f), desto schlechter die Vorhersagequalitit von f
beziiglich D. Fiir ein naives Modell f;ive, dass stets den Mittelwert § vorhersagen wiirde, hitten wir R? (D, faaive) = 0.2
Modelle f mit R?>(D, f) < 0 sind somit noch schlechter als dieses naive Modell.

Gegeben einen Datensatz D und einer Aufteilung von D in einen Trainingsdatensatz D™" und einen Testdaten-
satz D'°*!, so erwarten wir, dass R*(D"™", f) fiir das auf D™ gelernte Modell f relativ nahe an 1 liegt (da f durch
Minimierung des quadratischen Fehlers gelernt wurde und R? prinzipiell nur eine skalierte Variante des quadratischen
Fehlers ist). R>(D'®*!, f) ist iiblicherweise kleiner als R?(D™", f). Je niher R*(D'°*!, f) allerdings an R*(D"", f) liegt,
desto besser ist die Fihigkeit von f, auf ungesehene Daten zu generalisieren.

Beispiel 9. Wir setzen Beispiel 7 fort. Tabelle 3 enthélt noch einmal den Datensatz Dying, diesmal mit Indizes anstatt

Personennamen. Wir definieren Trainingsdatensatz Dijar’' und den Testdatensatz Djgyy! via

pUint — (D (Y (x3) 3y (x®) y@ (x3) Oy (xO) 3Oy () 3Ty (x8) 3By (x10) ,{10))y

ring

Dl = {(x®,y®), (= ,y)}

ring

Mit anderen Worten, D;ie;tgl enthilt die 2. und 9. Zeile aus Tabelle 3 und Dgﬁig‘” enthilt alle iibrigen Zeilen. Lernen wir

ein lineares Modell ausschlieBlich auf Dggi;l , so erhalten wir das in Abbildung 7 dargestellte Modell f; (hier sind die
Trainingsdaten auch grau dargestellt, wohingegen die Testdaten rot dargestellt sind). Beachten Sie, dass sich dieses
Modell f; von dem Modell f aus Beispiel 7 geringfiigig unterscheidet, da es nicht auf den exakt selben Daten trainiert
wurde. Wollen wir nun evaluieren, wie gut dieses Modell generalisiert, konnen wir es auf die Testdaten anwenden
und vergleichen dazu die Vorhersagegenauigkeit des Modells f; mit den vorhandenen Werten. Dazu nutzen wir das
BestimmtheitsmaB als MessgroBe, d. h., wir berechnen

R* (DY £1) ~ 0.691

ring

Der Wert 0.691 ist durchaus hoch, insbesondere bei dem recht kleinen Trainingsdatensatz, den wir genutzt haben.
Vergleichen wir diesen Wert nun mit dem entsprechenden Wert auf den Trainingsdaten

R*(DEAnt £~ 0.919

ring

so sehen wir, dass das Modell f; weitaus besser auf dem Trainingsdatensatz abschneidet (auf dem es ja auch gelernt

wurde). Der Abstand RZ(D;?SQ ,f1) zu R? (Dgflgll , f1) ist relativ groB und man kénnte vermuten, dass das Modell f; zu
stark an die Trainingsdaten angepasst ist und eher schlecht generalisiert (siche das Problem der Uberanpassung im
nidchsten Abschnitt). Vermutlich haben wir hier aber nur Pech mit der Aufteilung in Trainings- und Testdaten gehabt.

Wir probieren eine andere Aufteilung:
Djgtr2 = (1,31, (x,y2)), (x, @), (9, @), (x93, (£, y(O)), (x7,yD), (x19, 1))},
Digal = {®59), (5}

ring
Mit anderen Worten, D;‘ffltgz enthilt die 8. und 9. Zeile aus Tabelle 3 und Dg’;‘ligf‘z enthilt alle iibrigen Zeilen. Lernen wir
ein lineares Modell ausschlieBlich auf Dgﬁg‘z, so erhalten wir das in Abbildung 8 dargestellte Modell f> (wieder sind

die Trainingsdaten grau und die Testdaten rot dargestellt). Wir berechnen das Bestimmtheitsmal} auf Dgﬁgz und D;‘fgg:

2Im Szenario der Vorhersage der RinggroBe hitten wir beispielsweise Jnaive (X) = 49, also ein Modell, dass konstant den Mittelwert aller beob-
achteten Ringgrofien (49) vorhersagt.



Nr. | KorpergroBe (in cm) H Ringfingerumfang (in mm) |

1 153.3 47.1
2 158.9 46.8
3 160.8 493
4 179.6 532
5 156.6 47.7
6 165.1 49.0
7 165.9 50.6
8 156.7 47.1
9 167.8 51.7
10 160.8 47.8

Tabelle 3: Datensatz zu Beispiel 7, reproduziert von Tabelle 1.
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Abbildung 7: Optimal angepasstes lineares Modell fiir den Datensatz D"

ring

RZ(Dt_rainZ,fz) ~0.877

ring

R*(DI$2 ) =~ 0.783

ring

Hier sind beide Werte recht hoch und auch recht nah beieinander.

Um das im vorherigen Beispiel auftretende Problem der variierenden Abstinde zwischen Bestimmtheit der Trainings-
und Testdaten zu adressieren, benutzt man oft die sogenannte Kreuzvalidierung (engl. cross validation). Gegeben
ein Datensatz D und k eine natiirliche Zahl (iibliche Werte sind 5 oder 10), so teilen wir zunichst D in k ungefdhr
gleich groBe Teildatensétze Dy, ..., Dy auf. Anschliessend fiihren wir eine Evaluation auf k verschiedenen Paaren von
Trainings- und Testdaten (D@, Diest) .. (Dain, Dest) qus, die wie folgt definiert sind:

DI = Dy U...UDy D™ =Dy
D" =Dy U...UDy 2 UDy D5 =Dy
Dgrain =D1U...UDy_3UDy_1UDy Dgest =Dy
Dgai“:DIU...UDk74UDk72U-~~UDk DfSt:Dk*:‘
D}(rai" =DryU...UDy D;fSt =D,
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Abbildung 8: Optimal angepasstes lineares Modell fiir den Datensatz D

Nr. | Fliche (in m?) || Preis (in EUR) |

1 100 210000
2 120 270000
3 160 290000
4 170 470000
5 200 620000
6 210 680000
7 310 1600000
8 330 1900000
9 370 2570000
10 400 3300000

Tabelle 4: Datensatz Dygyses zu Beispiel 10. Die Zahlen sind rein fiktiv.

Die verschiedenen Paare von Trainings- und Testdaten erhalten wir also, indem wir einen Teildatensatz D; als Testda-
tensatz und den Rest als Trainingsdatensatz deklarieren. Auf jedem Paar konnen dann die entsprechenden R>-Werte
berechnet werden und als finale Evaluationsmetrik berechnet man den Durchschnitt von R?(D',-), ... R*(DE, ).

2.1.3 Nichtlineare Modelle

Lineare Regression ist eine michtige Methode des maschinellen Lernens, aber fundamental durch die Linearitéts-
annahme in ihrer Anwendbarkeit eingeschrénkt. In vielen realen Anwendungsfillen stehen Merkmale und Zielvariable
nicht notwendigerweise in einem linearen Zusammenhang.

Beispiel 10. Betrachten Sie den in Tabelle 4 dargestellten und in Abbildung 9 visualisierten Datensatz Dpgyges, der
die GroBe eines Hauses zu seinem Kaufpreis in Relation setzt (die Daten sind rein fiktiv). Die Abbildung visualisiert
auch das lineare Modell f, das optimal an die Daten angepasst ist (hier wurde der gesamte Datensatz Dypgyses als
Trainingsdatensatz benutzt). Wie man sieht, ist eine Anpassung an die Daten nur sehr schlecht moglich, da diese
offensichtlich nicht in einem linearen Zusammenhang zueinander stehen.

Die Einbeziehung nichtlinearer Zusammenhinge zwischen Merkmalen und der Zielvariablen kann bei der linearen
Regression realisiert werden, indem in einem Vorbereitungsschritt die Beispiele um zusétzliche (nichtlineare) Merk-
male erginzt werden, die aus den schon existierenden Merkmalen berechnet werden.

10



1e6

Preis (in EUR)
(=] | od | od ~N ~N w
w o w o w o

o
o

100 150 200 250 300 350 400
Flache (in m~™2)

Abbildung 9: Optimal angepasstes lineares Modell fiir den Datensatz Dygyses-

Nr. | Fliiche (in m?) | Fliche? || Preis (in EUR) |

1 100 10000 210000
2 120 14400 270000
3 160 25600 290000
4 170 28900 470000
5 200 40000 620000
6 210 44100 680000
7 310 96100 1600000
8 330 108900 1900000
9 370 136900 2570000
10 400 160000 3300000

. . /
Tabelle 5: Erweiterter Datensatz D ..

zu Beispiel 11.

Beispiel 11. Eine visuelle Inspektion der Datenpunkte in Abbildung 9 legt nahe, dass ein quadratischer Zusammen-
hang zwischen der Fliche des Hauses und dem Kaufpreis besteht. Wir erweiterten aus diesem Grund den Datensatz
Drouses um ein weiteres Merkmal, dass das Quadrat des Merkmals ,,Flache™ ist, d. h. bei jedes Beispiel des Datensatzes
mit Merkmalsausprigung x des Merkmals , Fliche* erhilt ein weiteres Merkmal ,Fliche®* mit Ausprigung x”. Der
erweiterte Datensatz D), ist in Tabelle 5 dargestellt. Das neue Merkmal ,Fliche?* hat keine intuitive Bedeutung

houses
und deshalb haben wir diesem Merkmal in Tabelle 5 auch keine Einheit zugewiesen.

Die eigentliche formale Maschinerie der linearen Regression kann nun auf einen erweiterten Datensatz genauso
angewendet werden wie auf dem originalen Datensatz.

Beispiel 12. Wir Iosen das Optimierungsproblem aus Gleichung (1) beziiglich Dy .. und erhalten Parameter 6, die
folgender linearen Funktion fjouses €ntsprechen:

Shouses (X1,X2) & —7297.676x| + 34.189x, + 647307.78

2¢c 2

wobei xj eine Ausprigung des Merkmals ,Fliche™ und x; eine Ausprigung des Merkmals ,Fliche” ist. Da xo = xj

fiir jedes Beispiel ist, konnen wir fhouses auch vereinfacht darstellen durch
Shouses (X1) &= —7297.676x; + 34. 189x% +647307.78

und somit ist f auch keine lineare Funktion mehr, sondern ein Polynom. Abbildung 10 visualisiert fhouses-

11
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Abbildung 10: Optimal angepasstes ,.lineares” Modell fiir den Datensatz D

Im vorherigen Beispiel haben wir nur ein einziges polynomielles Merkmal ergidnzt. Bei groferen Regressions-
problemen (oder auch Klassifikationsproblemen) ist es meist nicht klar, welche polynomiellen Merkmale hinzu-
gefiigt werden und bis zu welchem Grade. Ublicherweise wihlt man einen Maximalgrad als Parameter aus, fiigt alle
moglichen Polynome bis zu diesem Grad als zusitzliche Merkmale ein und ,hofft”, dass iiberfliissige Merkmale bei
der Optimierung ignoriert werden (also dass der entsprechende Parameter in 6 nahe bei 0 liegt; wir werden uns mit
dieser Problematik aber in den nichsten beiden Abschnitten noch genauer beschiftigen).

Beispiel 13. Angenommen wir haben einen Datensatz D mit Beispielen der Form (x(, y()), wobei x(!) = ( Y) ,xgi) , xgi)) €
R3 und y\) € R. Die polynomielle Merkmalserweiterung von D fiir den Maximalgrad 2 besteht entsprechend aus den
Beispielen (£), y()) mit

20 = (0,20 9 00 209 00, (O, (9, G0

Der Datensatz Dy .. aus Beispiel 12 ist also eine polynomielle Merkmalserweiterung fiir den Maximalgrad 2.
Da dort die Beispiele nur iiber ein Merkmal verfiigten, musste auch nur ein weiteres polynomielles Merkmal bei der
Erweiterung hinzugefiigt werden. Beispiel 13 macht deutlich, dass bei mehreren Merkmalen bei der polynomiellen
Erweiterung eine ganze Reihe zusitzlicher Merkmale hinzukommen kénnen.

Lineare Regression auf polynomiellen Erweiterungen nennt man auch direkt polynomielle Regression. Es ist wich-
tig hervorzuheben, dass wir auch nach Einfiihrung polynomieller Merkmale zur Berechnung des am besten angepass-
ten Modells immer noch Gleichung (1) benutzen und damit ein lineares Modell berechnen. Dieses Modell ist allerdings
nur linear beziiglich des erweiterten Merkmalsraums und erscheint polynomiell bei Projektion auf den Ursprungsraum
(wie in Abbildung 10).

2.1.4 Uber- und Unteranpassung

Die Moglichkeit, zusétzliche Merkmale durch beliebige Verkniipfung vorhandener Merkmale zu generieren, erlaubt
es, beliebig komplexe Modelle zu konstruieren und damit beliebig komplexe Funktionen zu approximieren. Dies fiihrt
zu der Frage, warum man statt eines linearen Modells nicht direkt ein maximal komplexes Modell nimmt, das damit
auch beliebig genau an den Trainingsdatensatz angepasst werden kann. Zunichst ergeben sich dadurch ressourcenspe-
zifische Probleme, da das Lernen unter Umsténden signifikant mehr Zeit benotigt. Viel signifikanter dabei ist allerdings
das Problem der Uberanpassung (engl. overfitting), d. h., das gelernte Modell ist aufgrund seiner Komplexitiit so stark
an die Trainingsdaten angepasst, dass es nicht mehr gut auf ungesehene Daten generalisiert. Das dazu entgegengesetz-
te Problem ist die sogenannte Unteranpassung (engl. underfitting), d. h., das gelernte Modell ist nicht ausdrucksstark
genug, um sowohl die Trainings- als auch die Testdaten verniinftig zu modellieren. Das Erkennen von Unter- und

12



O 0 | N | | W —
Q0
o

—_
)

104

Tabelle 6: Datensatz D* zu Beispiel 14.

Uberanpassung eines Modells und das richtige Abwigen zwischen diesen beiden Aspekten ist eine der wichtigsten
Aufgaben in der Entwicklung eines addquaten Modells fiir eine bestimmte {iberwachte Lernaufgabe.

Beispiel 14. Betrachten wir den Datensatz D* in Tabelle 6. Abbildung 11 zeigt lineare Modelle fiir den Datensatz D*
und dessen polynomielle Erweiterungen bis Grad 9. Das Modell fiir d = 1 entspricht dabei dem normalen linearen
Regressionsmodell auf dem Ursprungsdatensatz D* und die Modelle der iibrigen Abbildungen nehmen je ein hoheres
Polynom auf dem Merkmal x mit auf, bis zu x° in der letzten Abbildung, d. h. die Funktion £° in der letzten Abbildung
ist von der Form

£2(x) =00+ 01x+02x% + 03> + ...+ Oox”

Die Komplexitit der Modelle nimmt mit der Hinzunahme von Termen hoherer Grade weiter zu und komplexere
Modelle sind somit in der Lage, die Trainingsdaten beliebig genau zu approximieren. Offensichtlich ist das Modell
fiir d = 1 zu einfach, um die Trainingsdaten korrekt zu erkldren: dieses Modell ist unterangepasst. Auf der anderen
Seite ist das Modell fiir d = 9 iiberangepasst. Es représentiert die Trainingsdaten zwar perfekt, ist allerdings nicht
robust gegeniiber moglichen Storungseinfliissen in den Trainingsdaten und modelliert die Daten in unintuitiver Weise.
Gleiches gilt fiir die Modelle fiir d = 4 bis d = 8. Die beiden Modelle fiir d = 2 und d = 3 erscheinen am passendsten,
auch wenn diese die Trainingsdaten nicht perfekt modellieren.

Das Problem der Abwigung von Uber- und Unteranpassung wird auch Verzerrung-Varianz-Dilemma genannt
(engl. bias-variance tradeoff). Im Allgemeinen ist der Verzerrungsfehler eines Modells (engl. bias error) der Feh-
ler, der durch zu einfache Annahmen in der Modellstruktur entsteht und damit eventuell zu Unteranpassung fiihrt. Der
Varianzfehler eines Modells (engl. variance error) ist der Fehler, der durch zu starke Anpassung an potentiell verzerrte
Trainingsdaten entsteht und damit eventuell zu Uberanpassung fiihrt.

Um ein Modell zu bestimmen, das weder zu stark unterangepasst noch zu stark iiberangepasst ist, hilft es, die
Verldufe der Kostenfunktionswerte (oder des Bestimmtheitsmalles) bei Trainings- und Testdaten mit steigender Mo-
dellkomplexitit zu betrachten. Abbildung 12 zeigt typische Verldufe des Bestimmtheitsmafies in diesem Kontext. Wie
wir bereits zuvor gesehen haben, nimmt die Bestimmtheit eines Modells mit steigender Komplexitat auf den Trainings-
daten zu: je ausdrucksstirker das Modell ist, desto besser wird es an die Trainingsdaten angepasst. Bei den Testdaten
ist der Verlauf etwas komplexer. Ublicherweise nimmt die Bestimmtheit zunzichst zu: solange das Modell unterange-
passt ist, konnen weder Trainings- noch Testdaten gut modelliert werden, aber je ndher man an das , korrekte” Modell
kommt, desto besser werden insbesondere auch die Vorhersagen auf den Testdaten. Steigt die Modellkomplexitit aber
weiter, so wird das Modell iiberangepasst und die Vorhersagequalitit auf den Testdaten sinkt wieder. Die optimale
Modellkomplexitit liegt also in diesem Fall am Scheitelpunkt des Kurvenverlaufs zu den Testdaten. Hier ist die Be-
stimmtheit sowohl bei den Trainings- als auch bei den Testdaten relativ hoch und beide Werte relativ nah beieinander.
Modelle, deren Komplexitit links davon liegen sind unterangepasst und Modelle, die rechts von diesem Punkt liegen,
sind iiberangepasst.
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Abbildung 11: Optimal angepasste lineare Modelle fiir den Datensatz D* (links oben) und dessen polynomielle Erwei-
terungen bis Grad 9.

Beispiel 15. Wir fiihren Beispiel 14 fort und benutzen weiterhin Datensatz D* als Trainingsdaten. Wir betrachten
noch einen weiteren Datensatz Dy, ., den wir als Testdatensatz benutzen und der zusammen mit Datensatz D* in

test>
Abbildung 13 visualisiert ist. Es sollte offensichtlich sein, dass D* und D}, derselben Verteilung entstammen. Die
beziiglich der verschiedenen Regressionsmodelle aus

test
Berechnung der einzelnen Bestimmtheitswerte auf D* und Dy

Beispiel 14 ergibt die in Abbildung 14 dargestellten Verldufe. Die Verldufe bestitigen den Eindruck aus Beispiel 14.
Das Modell mit d = 1 ist unterangepasst, wohingegen die Modelle mit d = 4 bis d = 9 iiberangepasst sind. Die Modelle
mit d =2 und d = 3 erscheinen optimal.

2.1.5 Regularisierung

Eine Moglichkeit um bei der linearen Regression das Verzerrung-Varianz-Dilemma (semi-automatisch) zu 16sen, ist
die Regularisierung. Regularisierung beschreibt eine Technik, die dafiir sorgt, dass ein zu komplexes Modell beim
Lernvorgang bestraft wird.

Definition 5. Sei L(D, f) eine beliebige Kostenfunktion mit f : R” — R. Eine Funktion R : (R” — R) — R=? heifit
Regularisierer und fiir A > 0 heifit

LR,?» (Dyf) = L(Dyf) +7LR(f)

3R20 bezeichne die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen.
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Abbildung 12: Typischer Zusammenhang der Bestimmtheit eines Regressors auf Trainings- und Testdaten bei steigen-
der Komplexitét.

die mit R und A regularisierte Kostenfunktion.

Im allgemeinen soll ein Regularisierer R ein Mab fiir die Komplexitit von f implementieren und durch die Einbe-
ziehung des Terms AR(f) in die Kostenfunktion L wird bei Erlernen der Funktion f dessen Komplexitit entsprechend
beriicksichtigt. Je nach Grofie von A (der Regularisierungsparameter) werden komplexere Funktionen mehr oder we-
niger stark bei der Minimierung von Lg (D, f) beriicksichtigt. Schauen wir uns einen konkreten Regularisierer fiir
die lineare Regression an.

Definition 6. Sei 8 € R™! und hg : R” — R mit
hg(x) =00+01x1 +...+6,x,
fiir alle x = (x1,...,x,)7 € R" ein lineares Modell und L(D,8) mit
L(D,8) = |[Xp6 —yp|*

die entsprechende Kostenfunktion (der quadratische Fehler). Der Tikhonov-Regularisierer Ry : R" — R=Y is definiert
via

02

1

Rr(61,...,0,) =

-

i=1

und fiirA >0

n
Lr(D,8) = |[Xp® —yp|* +1 ) 67
i=1

1

die entsprechende regularisierte Kostenfunktion.*

“4Beachten Sie, dass der konstante Term 8 des linearen Modells nicht bei der Regularisierung beachtet wird.
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Abbildung 13: Trainingsdatensatz D* (in grau) und Testdatensatz D, (in rot) aus Beispiel 15.
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Abbildung 14: Bestimmtheit verschiedener polynomieller Regressionsmodelle auf Trainings- und Testdaten aus Bei-
spiel 15.
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Abbildung 15: Ridge-Regressionsmodelle aus Beispiel 16.

Die lineare Regression mit Kostenfunktion L7 nennt man allgemein auch Ridge-Regression (engl. ridge regressi-
on). Der Term A Y7 Giz bestraft hohe Werte der einzelnen Elemente von 0 und ist minimal, wenn 0; = ... =0, =0 ist,
also die Funktion /g eine Parallele zur ersten Achse darstellt. Solch eine Funktion beschreibt natiirlich das einfachste
Modell fiir eine gegebene Lernaufgabe. Der Term A Y7, 02 wird umso groRer, je mehr Elemente von 6 ungleich 0
sind und je groBer sie sind. Ist dies der Fall, so ist die gelernte Funktion g umso komplexer, da viele Merkmale
(insbesondere solche, die zusitzlich durch die in Abschnitt 2.1.3 angesprochenen Techniken hinzugefiigt wurden) in
die Anpassung einbezogen werden. Mit anderen Worten erzwingt die Einbeziehung des Terms A Y7 912 eine Fo-
kussierung auf moglichst einfache Funktionen. Durch den Parameter A wird gesteuert, ob die gelernte Funktion eher
tiberangepasst wird (bei kleinen Werten von A ) oder eher unterangepasst wird (bei groBen Werten von A ). Das Finden
eines geeignetes Wertes von A ist hier also die Kernaufgabe.

Beispiel 16. Abbildung 15 zeigt drei Ridge-Regressionsmodelle fiir den mit Maximalgrad 9 erweiterten Datensatz
D* aus Tabelle 6 mit drei verschiedenen Parametern A € {0,0.1,0.2}. Das Modell fiir A = 0 ist somit das normale
polynomielle Regressionsmodell und identisch mit dem letzten Modell in Abbildung 11. Bei den anderen Modellen
sieht man einen eindeutigen Trend der Uberanpassung des ersten Modells entgegenzuwirken. Mit anderen Worten,
obwohl die anderen Modelle iiber den selben Merkmalen definiert sind, werden bei der Optimierung die Parameter
vieler (hoch-polynomieller) Merkmale sehr klein gewéhlt, um den Regularisierungsterm nicht zu grofl werden zu
lassen.
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