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Omnibus exnihilo ducendis sufficit unum.
(Um alles aus nichts heuleiten gentigt eines.)

Gottfried Wilhelm Leibniz(* 1. Juli 1646, -0* Jkrai ~an -3-2

Vorwort

Digitalisierung ist eine von den technischen Neuerungen, die von vielgenutzt, von weni-
gen gestaltet und von niemandem aufgehalten verden. Da Digitalisierung unseren Alltag
zunehmend durchdringt, kann man zwar versuchen sie zu ignorieren sich ihr damit aber
nicht entziehen. Warum sichihr also nichtstellen und sichein eigenes Bild vonhr machen?
Weil es mihsamist und am Ende garnicht notwendig?

Dass Digitalisierungn unseremAlltag so durchschlagt liegt schlicht daran,dass

9 sich vieleunsereralltaglichen Anliegen als Leibnizsche } Spiele mit Zeichen ™ auf-
fassen lassen undlass

9 flr diese Spiek zwei verschiedeneZeichen ausreichen.

Man konnte natlrlich auch mehrverschiedeneZeichen verwenden, abedie Beschrankung

auf nur zwei verschiedeneZeichenmacht die technische Umsetzungler Zeichengpiele ein-
facher (was auch schon Leibniz erkannt hatta)nd soist es bei zwei gellieben. Als Zeichen
haben sich 1 und Oeingeburgert, die die meisten Menschen als Ziffer@ >q _dop] " aj
Zahleni') kennen; die Universalitdtder Digitalisierung speist sich jedoch daraus, dass die
Bedeutung der beiden Zeichenallein durch ihren Gebrauch bestimmtwird, also das, was

man - oder einComputer- damitmacht. Qj ~ ] q_d s aj j Ubérsetkt}Rech-pan”

nerr daeap( o &ochaar pin Téibdesdgn,avps Computetun.

Nun hilft die Einsicht, dass Computer nur Einsen und Nullen verarbeiten, beim Verstandnis
der Digitalisierung nichtweiter als die Einsicht, dass der Kélner Dom aisteinen und Mortel
gebaut wurde, beim Verstandnisvom Bauen Man staunt vielleicht noch mehr als ohnehin
schon, weild aber noch immer nicht, wie es gehtUnd so befasst sich dieser Kurs nicht nur
mit Einsen und Nullenund den Zeichenspielen, diglamit etwas machen sondernauch mit
den vielenEbenen die von der Verarbeitung von Einsen und Nulleabstrahieren und die es
damit leichter machen, Aufgaben per Digitalisierung zu lésen. Der Kurgerat damit zu ei-
nem Streifzug durch die Informatik, der vieleDinge anreif3t ohne sie erschopfend zu be-
handeln. Dabei ist ®in Zie| seineLeserauf eine- hoffentlich die richtige = Spur zu setzen,
wenn sie einmal selbst ein Digitalisierungspjekt starten; allen anderen mdchte er dabei
helfen, die Natur der Digitalisierung besser zu verstehemum ihre Deutung nicht anderen
Uberlassenzu missen

rkij



Zum Inhalt

@an Ggno eop e] rean Aejdaepaj cacherdheanp?* @ea
retischer Natur und befasst sich mit der Reprasentation und Verarbeitung beliebiger Daten

mit nur zwei verschiedenenZeichen. Dieser Teil des Kurses ist losgelst von irgendeiner
technischen Realisierunger Digitalisierung: Zir Veranschaulichung und zum Ausprobieren

werden lediglich Papier Bleidift und Radiergummibendtigt.

@ea vsaepa Ggnoaejdaep }?kilgpan”™ opadp ei Cac
sentation und Verarbeitung vonZeichenin einer Maschine,eben dem Computer. Dabei ist

die sog. Hardware nur ein Teil eines Computersier andere ist sein Betriebssystem, dasn

den Details der Hardware abstrahiert undir seine Benutzerund Programmierergleicher-

mafen eine Uber Hardwargariantend ej sac op]j ] n  eoeanpa }hkceo_
fugung stellt. Mit Computern unauflésbar verbundensind auch das Internet sowie die Ver-

teilung von Computerdienstleistungen in der sog. CloudEine kurze Betrachtung de6Bicher-

heitsprobleme, dieComputern innewohnen, schlief3t dieseKurseinheitab.

Die dritte Kurseinheit} L n k ¢ n ] i i befasstgi¢ghaenit derAbrichtung von Computern
fur bestimmte Aufgaben. Da heute praktisch alle digitalen Prozesse programmiert sind,
kommt der Programmierungeine zentrale Bedeutung zu. Neben der die eigentliche Pro-
grammierung vorbereitenden Befassung mit Algorithmen und Spezifikati@an spielenPro-
grammierparadigmen,-sprachen und-werkzeuge in dieser Kurseinheit eine wichtige Rolle.

Mit der vierten Kureinheit} @] p schliélt sichein Kreis:Einerseitsind Zeichen undDaten
eng verwandt, andererseits gibt es starke Wehselwirkungenzwischen der Programmierung
und der Strukturierung von Daten Letzterelasst sehr viele Freirdume und in vielen Fallen ist
es sinnvoll, die Struktuierung nicht von den Programmaen, die die Daten verarbeiten be-
stimmen zu lassen, sondern sie als eigenstagéi Aufgabe zu betrachten, schon weil Daten
so von einzelnen Programmen unabhangig und vielen verschiedenen zugéanglich werden.
Diese Sicht auf Daten schlagt sicim der Existenz von Datenmodellierung und Datenbanken
nieder. Mit Big Data und Datenvisualisiarng wird in dieser Kurseinheit auch noch dieBe-
trachtungr Kk j @] paj ] ho unhsaerer Gésgllacha&kiyrz belduchtet.

Zur Form

||ndex | Der Kurstext ist mit einem klassischen Schlagwortverzeichnis ausgestat-
tet. Dieses sollrei Zwecken dienen: der Verwadung des Kurstextes als Nachschlagwerk
der Herstellung von inhaltlichen Zusammenhdngen zwischen verschiedenen Teilen des
Kurstextesund dem Wiederauffinden vonirgendwo einmal Geleserem und nicht mehr so
genau Erinnertem Um die Nutzung des Indexegzu erleichtern, sind alle Vorkommen indi-
zierter Begriffe (Schlagwdrter) im Text hervorgehoben, und zwar kursiv fiir Anfiihrungen
oder Verwendungenvon Begriffenund fett fir Definitionen. Wenn Sie also tber einen kur-
siv gesetzten Begriff stolpern, dann kann esich lohnen,ihn anzuklicken oderihn im Index
nachzuschlagen und dort nach seiner Definition zu sucherllerdings werden nicht alle



angefihrten Begriffe auch definiert und die Definitionen fallen hier und da eher schmal aus
- der Flusswar mir wichtiger als die Abgeschlossenheibder, anders ausgedriickt,ich
wollte eher einen Kurstext als ein Nachschlagwerk schreibeRehlt eine Definition,kann der
Index immer nochdabei helfen sich die Bedeutung eines Begriffs aus anderen Kontexten
zu erschlielenDa ist es gut zu wissen, dass in der elektronischen Version die Seitenzahlen
im Index mit den Vorkommen derindizierten Begriffe im Text verlinkt sind.

Apropos NachschlagwerkDer Kurstext enthalt zahlreiche Verweise aulVikipedia-Artikel, ::w
die sichhinter den WikipediaKugeln im Randverbergen Die Namen und URLs der ArtikelWikipepiA
missenin papiergebundenen Ausgaben diese&ursesim entsprechenden Verzeichnis an
seinemEnde$ } Reae _dj eo ~ an Shachgesetjlageowerdan; Ahdtojd-Nuit-%
zerkénnen auchden Barcode im Seitenfuldnittels dazugehoriger experimentelle App ein-

scannen und bekommen so alle Links der gescannten Seite sowie die dazugehdrigen
dexeintrage angezeigt Papier/DigitatBriickd. Zu den WikipediaArtikeln selbst kann man

natirlich vieles sagenich sage: Wer etwas Falsches entdeckinége eskorrigieren.

Barrierefreiheit ist eine lllusionich habe michgleichwohl bemiiht, einen | Barrierearmut |
barrierearmen Kurstext zu erstellen. Die oben bereits erwahnte Andreitipp (die mittels [Ehiiw: =]
nebenstehendem QRCode heruntergeladen werderkann) bietet zu diesem Zweck eine se wk%

tenweise Vorlesefunktion die der von PDFReadern zumindest teilweise Uberlegen ist ]

Die Genderisierung eines Textes wie diesem ist eine interessante Angele- | Genderisierung |
genheit, zeigt sie doch auf, wie sehr das (gramatische) Geschlecht in unserer Sprache
verwurzelt ist. Wem das noch nicht klar sein sollte, der mdge diesen Satz in Betracht ziehen:
Béjcp an jk_d o_daej”™~]n qjr anb énsaliefendd "iaenp” } s ai
ao vsaepaj D] hgai p v a b thinili¢ghesjWeserggmeirt sein muss.

@ai cajaneo_daj Bai ej ej ranl bhe_ dpaWemd](~a e _d
“ea i uUca ~" c adasgkmdasah® Bemihin Jertiraanht nicht nur diskriminato-

rische Kollateralschaden (wenn icnun etwa von Anfangerinnen und Kindern anstelle von

Anfangern und Kindern schreibe), sondern hat zu einigen teils deutlichen Beschwerden we-

gen verminderter Lesbarkeit (nicht wenige davon vofrauer) meiner sowieso schon recht
verwinkelten Satzegefuhrt. J q j gujjpa il]] dean ] gb Casudjqgqjc
klingt ja auch von Mal zu Mal naturlicher und bei Kurgastin stolpert wohl niemand meh

ach ja,ist niemandeigentlich Mann oder Frauwder tatsachlich nieman¢) oder aber ganzlich
umformulieren, doch weil ich etwas Neuesausprobieren wollte, bin ich einen dritten Weg

gegangen: Ich habe einen parametrisierten Text erstellt, aus dem sich zW&iriantengene-

rieren lasseneine mit generischem Feminimnd eine mit generischem Maskulir(die vorlie-

gende). Damit die beiden Texte sich inhaltlich nicht unterscheiden (wami neuen Diskrimi-

nierungen fiihren kénnte), habe ich auf Umformulierungenweitgehend verzichtet weswe-

gen es hier und da~ insbesondere in der femininen Versior in den Ohrenmanchernach

wie vor holpern mag Trotz des Verzichtsauf groRere Anpassungerkdénnen sich aus gend-
erisierungsbedingtenUnterschieden unterschiedlicheZeilen und damit auch Seitenumbri-

che ergeben wobei letztere zu in den Seitenzahlerdifferierenden Inhaltsverzeichnissennd
Indexenfuhren kénnen. Da Seitenzahlen aber sowieso eher ein Auslaufmodell sintabe

ich mich entscheden, diesen Kollateralschaden hirunehmen.

~


https://de.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Artikel
http://www.feu.de/ps/bins/pdb.apk
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Kurseinheit 1: Zeichenspiele

Vgdm H tr d eansjosgwhat | cBoode & to mean?
neither more nor less.

Lewis Carroll*27. F] j gl n - 4/ . ( -0* Fljgln
Through the Looking Glass

Die Bedeutung eines Wortes ist sein Gebrauch in der Sprache

Ludwig Wittgenstein (* 26. April 1889, .5* =l neh -51-%
Philosophische Untersuchungen

Die erste Kurseinheit unterscheidet sich vomlen nachfolgenden dadurch, dasshre Inhalte
von der Existenz von Computernweitgehend unabhangig sind. Gleichwohl bleibt sie nicht
vollkommen abstrakt- alle Zeichenspiele, dievorgestellt werden kdnnen Sie sichauf ei-
nem Blatt Papier mittels Bleistift und Radiergummi durchgefiihdenken. Dabei solldas Pa-
pier kariert und stetshoch und breit genug fiir den jeweiligen Zwecksein

1 Zeichen

Zeichensind Elemente der Kommunikation Sie sind nicht an eine be- | Zeichen und Glyphen |
stimmte Form gebunden: So gibt es beispielsweiggafische,akustische, optische und elekt-

rische Formen von Zeicherund dasselbe Zeichen kann in mehr als einer Form vorkommen.

In einem geschriebenen Text wie diesem hier haben wir esisschliellichmit grafischen .
Zeichen(Buchstaben, Satzzeichen etcu tun, die dazu zumeistdie Gestalt vonsog. Gly- ;
phen annehmen (prominente Ausnahme: dad_eerzeichendas die Gestalt eineZwischen- WikipEpIA
raums hat). Wenn ich im folgenden Zeichennotiere, um dartber zu schreiben,dann ver-

wende ich dafiir zwar (notwendigerweise)Glyphen, meineaber in der RegelZeichen ganz
allgemein.

Da die Schrift selbst auggrafischen)Zeichen besteht,bringt Zeichenzu Notierung von
notieren und dartiber zu schreibendann ein Problem mit sich wenn alle Zeichen mit Zeichen
Zeichen aus demselben Vorrat stammerks vermischsich dabei namlich zwangshufig die


https://de.wikipedia.org/wiki/Glyphe
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Objektebene , also die Ebene deZeichen tber die man schreibt mit der Metaebene , also
der Ebene, inder man mithilfe von Zeichen schreihtDies kannzum Verlust der Eindeutigkeit
fuhren. Ich werde daherin dieser Kurseinheitdie beiden Ebenen voneinander trennemind
tue dies, nicht ohne didaktische Hintergedankenpithilfe von Zeichen(und nicht, was auch
leicht méglich gewesen ware, mithilfe verschiedenefonts also verschiedener Glyphen fir
dieselben Zeichen)Da in der Regel dieallemmeisten Zeichen eines Textesn dem esum
Zeichen geht,auf der Metaebene angesiedelt sind (so B. alle Zeichen dieseébsatzes bis
hierher), verwendeich fiir die Zeichen die auf der Objektebene steheneine spezielle No-
tation: Ich setzesie inschweizeische Anflihrungszeichen, alsaz. B. «1» und «0».

IAnfuhrungszeichen | Der letzte Satz des vorangegangenen Absatzd@st Ubrigens auf seine
eigene Weise ein vertracktes Problem: Er fihrt schweitgrhe Anflihrungszeichen an, ohne
sie dabei zu verwenden~ dies tut er erst im nachgeschobenen Beispiedlas buchstablich
der lllustration dessen, was schweiziesche Anfiihrungszeichen sind, dient.Dabei wird es
demlLeseAanh] ooaj ( “aj Vgo]iiajd]jc vseo_daj Tal
nqgj cov a&end dea $obezeichneten Zeichen, die erst im Beispiel verwendet werden,
zu erkennen. Folgende alternative Formulierungen verdeutlichelas so geldste Problem:

1 1} Beispielsweise schreibigh «1» und «0» fur die Zeichenlund0.- @e aoan O] pv r
mischt in seinem hinteren TeiDbjekt- und Metaebene (das Problem, das ja gerade
gelost werden soll) es sei denn, man versteht das vorangesteltekVn p } Vae _daj ™ ]

die Anklindigung eines voribergehenden Ebenenwechsels, degenau dem ent-
spricht, der durch die schweizeischen Anflihrungszeicheneingeleitet und beendet

wird.

1 }lch setze sie in schweizerischej b Adnqgj covae daj » g C*" @
ohne ein Beispiel aus und fiihrt die schweizerischen Anfiihrungszeichen direkt an,
wobei die Al | koepekj } o=jdosAadenvgaj nceoov adea daj ” je_dp

nung dient, sondernauch einen voriibergehenden Ebenwechsel eieiten muss,da-
mit der Satzdas zu IGsende Problem nicht selbst darstellt

T } E_d o agwundoe diesef Satz benutzt keine Apposition fir die Anzeige
des Ebenenwechsels, sondern die angefihrten Anfilhrungszeichen selbste®be-
inhaltet aber ein klasssches HenneEiProblem (oderMiinchhausenTrilemma), da
hierbei Zeichen unter Verwendung deselbenZeichen eingefiihrt weden, man also
den Satz nicht verstehen kann, wenn marseinen Inhaltnicht schon kennt.2

1 Man beachte, dass die deutschen Anfuhrungszeichen ebenfalls einen Ebenenwechsel anzeigen:
hier den von der Verwendung von Namen zu deren Nennung, weiter unten den von Séatzen Uber
Séatze zu den Sétzen, tber die geschrieben wird. Die Bedeutung dieser Anfiihgszeichen habe ich
dabei als vereinbart angenommen.

2 Es stellt sich hierbei die Frage, ob es nicht ausreicht, zu wissen, dass in einem Satz ein Selbstbezug
vorkommt (z. B. weil man verstanden hat, dass am Anfang ein Selbstbezug stehen muss, es ohne
also gar nicht geht), um den Selbstbezug zu identifizieren und seinen Elementen eine Bedeutung
zuzuweisen. Wenn es dann fir die Bedeutung keine sinnvolle Alternative gibt, ist der Selbstbezug
kein Problem.
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Auch wenn der durch ein vorangestellteswort wie} Vae daj = ] yodibemgd| “ecpa
hende Ebenenwechsel seinesprachlichen Charme hatverwende ich in dieseiKurseinheit

(aber nur in dieserdie schweizeischen Anflhrungszeichen nicht zuletzt, weil sie mir erlau-

ben, dasLeerzeicherauch ohne Glypheals Zeichenaufzuschreiben: «».

Ubrigens: Beide Moglichkeitenzur Kennzeichnung eines Edénenwech- Sonderzeichen und
sels, die Verwendung bestimmter Wérter oder bestimmter Zeichen, ver- reservierte Worter
brennen diese fiirderen normalen Gebrauch, daein normaler Gebrauch nicht von ihrer
Sonderfunktion zu unterscheiden wareDie Verwendung fir diesen einen Zweck macht sie

also zureservierten Worternbzw. Sonderzeicherund reduziert denfir den normalen Ge-

brauch verfugbarenWort- bzw. Zeichenvorrat entsprechendDaraus folgt aber unmittelbar,

dass man in einem System mit nur zwei verschiedenen Zeichen auf die Zusammenfassung
einer Folge von mehreren Zeichem Einheien, die als Ganzes zu verstehen sinaurick-

greifen muss wenn man einen Ebenenwechsel kenntlich machen kénnen mocht®ies ist
Gegenstand von Kapitel( Mehr Zeichenund Zeichenketteri .

Wenn lhnendie vorangegangenen Betrachtungen als haarspalteriscimd Digitalisierung ist
verzichtbarerscheinen dann sollten Sie bedenkenwie es wohl ist, wenn Sophistere
man nur Zeichenhat und auf keine Gewohnheiten, Erfahrungen oder externereale Be-
zugspunkte zurtickgreifen kann, um einen Sachverhalt zeermitteln. Wie wirden Sie einer
aulerirdischen Intelligenz erklaren, was Zeichen sind, welche Sie kennen und was sie be-
deuten? Bei der Ubetragung von Zeichen und was wir damit machen wollen (deZeichen-

spielen) auf Computer, die zwar irdisch, aber nicht intelligent sindmussenwir uns aneine

- mdglichst einfache- Systematikhalten. Sich also mit so kleinen Detaila/ie der Anfiih-

rung von Zeichen zu befassenmag dem einen oder anderen milhsam erscheinen, aber es

hat auch einenganz besonderen Reiznamlich den, zu versuchen,sich mit minimalen Vo-
raussetzungenin die Lage zu vesetzen, die ganze Weltsystematischzu beschreiben

1.1 Zeichen in Zeit und Raum

Sobald man es mit mehr als einenvorkommen vonZeichen zu tun hat, stellt sich die Frage
nach deren Anordnung. In der Schrift werden Zeichehin linearer Folgeim (zunéchst eindi-
mensionalen) Raumangeordnet, wobei solche Zeichenfolgen aus Platzgtunden in Zeilen
(zweite Dimension)und Seiten(dritte Dimension)umgebrochen werden. Zeichenfdgen, die
keinem gesprochenen Texentsprechen(der ja, der Natur des Sprechens folgend, stets ein-
dimensional ist),werden auch gern tabellarischdargestellt, wobei dann nicht nur ihre An-
ordnung neben-, sondern auch untereinander bedeutungstragend idfbei der Addition von
Zahlen zum Beispiel)Akustische und elektrischeZeichenfolgensind von Natur auseindi-
mensional;diese Folgererstrecken sich jedoch nicht im Raum, sondern in defeit. Wie wir

"PodSkRRnyKaeaq

SpDean qgj el bkhcaj  aj ranf(gjpda esafj
hhcaiaejaj Ol n] _dc

~daj " i aeja* @eao ajpolne_dp "~ ai ]
weiteren Sophisterei gemacht werden.
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noch sehen werden, ist die Konvertiamg zwischen den verschiedenen Formen undimen-
sionen von Zeichenfolgen eirzentraler Bestandteider Digitalisierung.

1.2 Bedeutung von Zeichen

Das Wesen von Zeicherst, dass man sie unterscheiden kann. Werden sie in der Kommuni-
kation benutzt, muss man ihnen zusatzlich eine Bedeutung zuordnen.

Im Kontext der Digitalisierung besondere Prominenz erlangt habedie Zeichen «1» und
«0». Siekdnnen fur vieles stehen, sdeispielsweisgur

1 die ZustandeAn und Aus (oder Hoch und Niedrig, oder irgendein Paar von komple-
mentaren Zustanden,

I die WahrheitswerteWahr und Falschund

9 die Zahlen Einsund Null.

Dabei istdie Zuordnung der Zeichen zu ihrer jeweiligen Bedeutung willkiirlich und lediglich
durch ihren Gebrauchfestgelegt Den meisten Menschen durfte die Interpretatiorvon «1»
und «0» als ZahlenEins und Nulldie gelaufigste sein und tatsachlich spielen Zahlen bei der
Digitalisierung eine wichtige Rolle, aber die Grundlage der Digitalisierung, wie wir sie heute
kennen, sind die beiden ersten InterpretationenbDie erste spiegelt die technische Umset-
zung der Digitalisierung wider und die zweite gehort zur Logik, die dahintersteht. Zahlen
kommen erst danach und stehen auf einer Stufe mit allen anderen Inhalten der Digitalisie-
rung. Dennoch will ich hier mit den Zahlen beginnen; Wahrheitswerte folgen in Kapite8
und (elektrische) Zustande ifKurseinheit?2.

2 Zahlen

Da sie zum Zahlerbenutzt werden, entwickelt jedes Kind sehr schnell ein intuitives Ver-
standnis fur die natiirlichen ZahlefOk opadp }Jghh” bAn gaejao( } Ae
zwei usw. Andere Zahlen (also zB. negative, gebrochene oder reelle Zahlen) werden mittels
Rechenoperationen ausdenhp Anhe daj V] dhaj ] ~"cahaepap $] hok
iejgo Aejo( }Aejd] h~r" ] hDabéhgnddie Zehempfarsithme- qn _d V
nommen vollkommen abstrakt;erstindem man sie etwa der Lange, dem Gewicht oder der
Anzahlvon etwaszuordnet, bekommensie einen Bezug zur Realitat. Dadurch erhalten auch

4 Man kann dariiber streiten, ob natiirliche Zahlen wirklich natiirlich sind. lhre Bedeutungptzt den
Begriff der Entitéat voraus, also den von etwas Abgrenzbarem (in einer Welt nur aus Wasser und Luft
waren auch natlrliche Zahlen nicht natirlich). Man kdnnte aber behaupten, dass auch Entitat nur
ein mentales, von unserer Wahrnehmung unserer Umwelt gepragtes Konstrukt ist.
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die (fur sich genommen ebenfalls vollkommen abstrakten) Rechenregeln ihre praktische Be-

deutung. So entspricht etwa die Addition der Aneinanderreihung von Langen, dem gemein-

samen Abwiegen und dem Hinzuzahlen von etwas. Interessanterweise fallt vielen Menschen

das abstrakte Hantieren mit Zahlen leichter als das Losder berithmt-* an A _dpecpaj } Pa
] g bc] miailhréem Realitdtsbezug, was vermutlich daran liegt, dass bei den abstrakten
Recheaufgaben klarer ist, welcheRechnungen durchzufiihren sindund diese Rechnungen

eingelbten Zeichenspielen entsprecherBei Computern zumindestist das so: Se beherr-

schennur Zeicherspiele

Wahrend wir in der gesprochenen Sprache Zahlen Namen gegeben hgbe $ a * a j }Jghh™ {
}Aej o” qgos* %( o _ dn aFelgeagnspseziellenZeichen auf. inelem prddn-o ] h o

gen der Menschheit wurden dafir vielleicht Striche verwendet, also etwal» flr Eins,«I»«l»

fur Zwei usw. (mit dem Problem, dass man Null schlechtkreiben konnte); fir grol3ere

Zahlen spéater andere Zeichen (wie bei den RomewV» flir Flnf, «X» fiir Zehn usw.), wobei

dann einfaches Abzéahlen schon nicht mehr genilgte, um eine geschriebene Zahl in eine
gesprochene Zahl (ihren Namen) oder ihre Bedeutungnmzusetzen. In der Tat ist ein Nachteil

der rémischen Zahlenschrift, dass sie sich fdieichenspielenicht besonders eignet.

2.1 Stellenwertsystem e

Heute notierenfast alle MenschenZahlen mithilfe von Stellenwertsystem en. Ein Stellen- _
wertsystem beruht auf einer mit ihm verbundenen Anzahl verschiedeneZeichen, Ziffern ;
genannt, und eben Stellen . DasZehnersystem, dasauch Dezimalsystem genanntwird, WikipEnIA
hat zehn Ziffern, «0O»««9», die, wenn wir sie als Zahlen interpretieren, Null bis Neun bedeu-

ten.2 Zahlen groRer als Neun werden als Aneinanderreihung, oder Folge, von Ziffern ge-
schrieben, also etwac1»«0» fir Zehn, «1»«1» fir Elf, «1»«2» flir Zwolf und «1»«3» flr

Dreizehn® Fiir welche Zahl eine solche Folge von Ziffern steht, wird durch dasrwendete
Stellenwertsystem festgelegt; ich habe hier stillschweigend dd3ezimalsystemunterstellt

(und werde dies auch weiter so tunwenn ich auf nichts andereshinweise).

Die Stellen einer Zahl iniiblicher Schreibweise werden von rechts nach linkgezéhlt So hat
1 Gwei Stellerf, von denen die erste mit«0» und die zweite mit «1» besetzt ist. Dabei hat

5 Englisch heif3t Ziffer Ubrigens digit, von lat. digitus fur Finger, derer wir ja zehn haben. Die Stellen
einer Zahl hei3en places (wobei eine-stellige Zahl trotzdemn-digit number heift).

6 Sa_doah “an Jkiajgh]lpgn 1 A"aniPhaevadj I VvVsuhgol]
mengesetzt) kann man ablesen, dass das Dezimalsystem erst nach unserer Sprache in unseren Kul-
turkreis Einzug gehalten hat (sonstwirdd s kdh } Aej vadj ™ daedédaaj %*

7 Ab hier schreibe ich Zahlen auch auf der Objektebene (als Gegenstand véaichenspielen) nicht
mehr als Folge in Anflhrungszeichen gesetzter Zeichen, sondern wie ublich als einfache Ziffernfolge,
verwende daflir aber (sofern sie auf der Objektebene stehen) einen etwas anderen Font (also bei-
spielsweisel (anstatt 10 oder gar «1»«0»). Fur andere Zeichenfolgen werden spéater auch andere
Schreibweisen eingefiihrt.


https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlzeichen
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jede Stelle ein@ Wert, den Stellenwert , der sich aus ihrer Position ergibtim Dezimalsys-
tem hat die erste Stelle (ganz rechts stehendjen StellenwertEins(= 1 8), die zweite den
StellenwertZehn (= 1 #), die dritte den StellenwertHundert (= 1 &) sowie allgemein dien-
te Stelleden Stellenwert1 8 L. Die Zahl, fur diel Gsteht, errechnet sich als Eins mal Zehn
plus Null mal Eins (gleich Zehn), &ls Eins mal Zehn plus Eins mal Eins us®.;7 &t&ht fir
Zwei mal Tausend plus Sieben mal Hundert plus $ecmal Zehn plus Acht mal Einsim
Zwolfersystemdagegen hat die erste Stelle die Wertigkeit Einsl(9), die zweite Zwolf @ 3,
die dritte Einhundertvierundvierzig{ 2 usw.

|Kommazahlen | Wir z&hlen also die Stellen eier geschriebenen ganzen Zahl vormrem
rechten Ende her und verbinden mit jeder Stelleinen Stellenwert der sichim Dezimalsys-
tem als Zehnerpotenzler Position der Stelle minus Eins ergibt. Wenn man die Stellen hinter
dem Ende einer ganzen Zahl nach rechts fortsetzt, ergeben sich nach diesem System fir die
Stellen negative Exponenten, alsein Zehntel ( ,01)’ ein Hundertstel { ~02) usw. Dabei trennt
man den gebrochenen (also nicht ganzen) Teil der Zahl vom ganzen durch ein Komma. So
steht 0,1 fur Null mal Zehn hoch Null plus Eins mal Zehn hoch minus Eins (wobei Zehn hoch
minus Eins dieselbe Zahl wie Eins durch Zehn hoch Eins bezeichnidghr dazu in den Ab-
schnitten 2.6.2 und 2.6.3.

Addition als Ein groRer Vorteil vonStellenwertsystenen wie dem Dezimalsystemist

Zeichenspiel es, dass es die Mechanisierung des Rechneais einfacheZeichenspiele
erlaubt. So Asst sich beispielsweise die Addition zweier Zahlen bewerkstelligen, indem man
die beiden Summandenam Komma ausgerichtet (oderechtsbindig wenn kein Komma
darin vorkommt) untereinander aufschreibt und dann stellenweise von rechts nach links ihre
Ziffern zur Summe addiert (genauso, wie Sie es in der Schule gelernt haben):

@ vqg iqoo i]j jgn “ea Oqiia r kjundggf.nechkder Vebban]
Ubertrag hinzuzahlen- alles andere ist ein reines Zeichenspiel

Multiplikation als Bei der Multiplikation kann man ausutzen, dass man fur die Multiplika-

Zeichenspiel tion mit 1 Our eine «0» an den Multiplikanden anhangen muss (oder,
anders ausgedrickt, alle Ziffern des Multiplikanden umiee Stelle nach links verschieben
und die freigewordene Einerstelle mi0» auffillen musg und dass man die Multiplikation
zweier Zahlen auf eine Kmbination von Additionen und Multiplikationen mit 1 Qzuriick-
fihren kann: 1 Z8=1 @B+2@ =3 0-3+3. Soist auch die Multiplikation im Dezimalsys-
tem nur ein = wenn auch etwas komplexeres: Zeichenspiel

Beschréankung von Mit einem Stellenwertsysterallein kann man nicht alle Zahlen darstellen.
Stellenwert systemen So lasst sich beispielsweise schain Drittel nicht als Dezimalzahl (dh.,



Kapitel 2: Zahlen

als eine Zahl imDezimalsysten hinschreiben, weil man dafir eine unendliche Anzahl von
Nachkommastellen brauchteFur diese Zahlen braucht man ergénzende Schreibweisen, also
etwa 1/ 3 (die Bruchschreibweise). Diese Schreibweisen geben eine Rechenoperation an,
mittels derer manZahlenausanderenZahlen erhalt fir die es schon eine Schreibweise gibt
Auch fir solche Z&lendarstellungen existieren Zeichenspiele, degnem erlauben, mit ihnen

zu rechnen (bei Briichen etwa die Regeln der Bruchrechnungir manche Zahlen, wie etwa
die Kreiszahl Poder die Eulersche Zahlsind die definierenden Rechenoperatioen Appro-
ximationen und so unhandlich, dass manfir diese Zahlen Sonderzeicheneingefihrt hat,
wie «N» und «e».8 Zahlen, die sich eigentlich nicht in einem Stellenwertsystem darstellen
lassen, werden es, der einfacheren Zeichenspiele wegen, haufig dennosh sie, wie auch
die Rechenergebnisse, sind dann allerdings nur naherungswelearekt.?

2.2 Die Lange von Zahlen

Die Langeund damit auch die Gréf3e oder Kleinheit von Zahlen, die mit einem Stellenwert-
system dargestellt werden kdnnen, istheoretisch unbegrenzt. Beim tatsachlichen Auf-
schreiben von Zahlerkann man aber (aus naheliegendenpraktischen Grinder) immer nur
endlich viele Stellenverwenden Eine gangige Konvention ist dabei, dass mamor dem
Komma am Anfang der Zahl stehende$ fiihrende” %nd nach dem Kommaam Endeder
Zahlstehende$ } j ] _ d b k Nutlem jwegkisst%Statt 0815 schreibt man also 815 und
statt 2,0 nur 2. Dies ist zulassig, weil diese Nullen zum Zahlenwert nichts beitragen und,
anders als eingeschlossene Nullen, nicht zum Abzahlen der Stellen (Bestimmung der Position

einer Ziffer) bendtigtwerden- ~ ] r kn k> an “]j]_d }gkiip je_dpo

aufhéren. Das gilt allerdings nur wenn eine Zahl alleine dasteht, also insbesondere nicht
mehrere Zahlendirekt hintereinander aufgeschrieben werden.

In der Digitalisierung passiert aber genau das: Wenn allesZeichenfolgenkonvertiert wird,
dann ergibt sich beim Aufschreibendie Frage, wo die eine Zahl aufhdrt und die nachste
beginnt. Um das zubeantworten gibt es mindestens drei Mdglichkeiten:

1. Man legt sich auf eineeinheitliche Stellenzahl fiir alle Zahlen festvor und nach dem
Komma)und kann so durchAbz&hlen der Stellen bestimmen, wo eine ahort und
die nachste beginntund wo in der Zahl das Kommasteht. Dies hat denVorteil, dass

8 Fir wieder andere Zahlen gibt es nicht einmal Approximationen. Das folgt daraus, dass es Uberab-
zahlbar viele Zahlen gibt, aber nur abzahlbar viele Approximationsausdriickeetzteres folgt wiede-
rum daraus, dass Approximationsausdriicke stets endlich sind und es ein Verfahren gibt, mit dem
man alle aufzahlen kann (auch wenn es unendlich viele sind und das Verfahren entsprechend niemals
endet).

9 Dass viele Berechnungen, die vorinem Computer durchgefiihrt werden, nur nédherungsweise
richtig sind, kann man als eine Beschrankung von Computern ansehen. Allerdings kann man mit
Computern Rechnungen auch symbolisch durchfihren und dann sind die Ergebnisse auch genau.
Solche symbolische Rechnungen dauern jedoch in aller Regel wesentlich langer, so dass man sich
meistens mit den numerischen zufriedengibt.
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man Zeichen nur fur die Ziffern der Zahl bendétigt und deNachteil, dass die Lange
von Zahlen beschrankt wird und kurzeZahlen nicht mehr kurz sondern genau so
lang wie alle anderensind (die freien Stellenwerden mit fihrenden und nachfol-
genden Nullen aufgefillt).

2. Man lasst variable Stellenzahlen zu unfiihrt neben den Ziffern noch ein Trennzei-
chen, dasdas Ende einer Zahl bzw. den Anfang der néchsten bezeichnsbwie ein
Zeichen fur das Komma einEin solches Trennzeichen kann beispielsweidas Leer-
zeichensein, das einen Abstand herstellt

3. Man stellt jede Zahl als eirPaar von Zahlen dar, von denerdie erste dieLange der
zweiten angibt. Allerdings unterliegt de erste Zahl (eine natlrliche) dabei dermrob-
lem, dasdas Zahlenpaar geradddsen soll lhre LAnge muss mit einem dedrei hier
genannten Verfahren bestimmt werden (wobei fur den Anfang einer solchenRe-
kursion das dritte nicht in Frage komm). Fir die Festlegung der Position des Kom-
mas braucht man dann auch noch eine dritte Zahl.

Die drei Mdglichkeiten auf zwei Zahlen angewendetergeben das folgende Bild

Man beachte, dass man keine der drei Schreibweisen korrekt lesen kann, wenn man nicht
die jeweilige Konvention zur Festlegung der Langeon Zahlen kennt. Man beachte weiter-
hin, dass jeweils festgelegsein muss, wo die erste Zahl beginnt (oben durchie vertikale
Randliniegekennzeichnet).

Alle drei Moglichkeiten kommen zur Anwendung, nicht nur bei der Darstellung von Zahlen,
sondern auch bei der Codierung von Zeichen und Zeichketten (oder Texten; s. Kapitelt).
. Wo notig werde ich im folgenden daher dazusagen,auf welche der Arten die La4ngefest-
; gelegt wird. Eine vierte Moglichkeit, die Einhaltung der sogFano-Bedingung , kann in
WikieepiA - Stellenwertsystememicht zur Anwendung kommen: Sie wirdebestimmen, dass keine Zahl
der Anfang einer anderen Zahlst, was zwar fur Telefonnummern gilt (weder 1 noch 1list
eine gultige Telefonnummer, wenn 110 eine ist, und keineandere Telefonnummer fangt
dann mit 110 an, so dass man beim Lesemwon 110 weil3, dass danach die nachste Telefon-
nummer kommen mussg, aber eben nicht fir Zahlenwenn sie mithilfe eine Stellenwertsys-

tems notiert sind


https://de.wikipedia.org/wiki/Fano-Bedingung
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2.3 Das Dualsystem
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Quelle: Gottfried Wilhelm LeibnizBibliothek, Hannover

Es gibt 10 Arten von Menschen:
die, die das Dualsystem verstanden haben, und die, die nicht.

unbekannt

Das Stellenwertsystem das mit den wenigsten Ziffern auskommt, ist dagzweiersystem ,
auch ak Dualsystem bekannt. Als Ziffern des Dualsystems werdeim der Regel «0»und
«1» verwendet, die ja auch imDezimalsystenverwendet werden. DieStellenwerteder Stel-
len links vom Kommaeiner Dualzahlergebensich aus den Zweierpotenzen Ein@o), Zwei
(Y, Vier (22), Acht (23), Sechzehn(2*) usw., Zahlen, die im Dualsystenfund ohne fiihrende
Nullen) als1, 1 01 0,Q O Quéw. aufgeschriebenwerden. Da diesauch Zahlenim Dezimal-
systemsind (wvobei sie hierden ZahlenEins, Zehn,Hundert, Tausendusw. entsprechen,
kann man eing Ziffernfolge ohne Angabe des Zahlensystems keingahl zuordnen.Genau
dasist die Grundlage obigen Witzeszu den 10 Arten von Menschen: Die meisten Menschen
werden 10 als Zehn leserr nur wer das Dualsystem verstanden hat erkennt, dass hier 10
als Zwei gelesen werden muss.

Der besondere Reiz des Dualsystems ist, dass es miki Ziffern alle Zahlenausdriicken
kann, die manauch mit Stellenwertsystemen mitnehr Ziffern ausdriicken kann.Neben dem
eher Esoterischen eines Reizdsat dies den ganz praktischen Vorteil, dass man bei der Me-
chanisierung des Rechnens mit Dualzahlen nur zwei verschiedengstandeunterscheiden
muss, was u.a. die Gefahr der Verwechselung voZeichen (etwa durch technische Stérein-
flisse) verringertDies hatte auchschonLeibnizfiir die Konstruktion seiner ersten fehlerfrei
funktionierenden Rechenmaschin@ausgenutzt seinevorausgegangenernVersuche, eine sol-
che auf Basis de®ezimalsysters zu bauen, scheiterternamlich am bisweilen fehlerhaften
Zehnerubertrag aneinerder hoheren Stellen (ein mechanisches Problempllerdings braucht
man, wie man leicht erkennen kann im Dualsystemfir die Darstellung einer Zahl gré3er

F]d
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| Bits und Bitfolgen | @ea Opahhaj rkj V]dhaj ei @q]lhouopai
o]lJ]iiajcab]oop vg } Bisptihe Dkalzahhnit vier@Bits hat dedhfach}
vier Stellen. Im Gebrauch hat sich die Bedeutung vdsits von Zahlen losgeldst: So bezeich-
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Eins mehr Stellen als in jedem andereS8tellenwertsystem Da die Behandlung einzelner
Stellenjedoch nicht von der Anzahl der Stellenabhéngt, ist dasaber kein Problem- man
braucht daftr nur mehr vom Selben

j a m >}k peimé Folge vonn Stellen, an denen«1» oder «0» stehen kann, und zwar un-
abhangig davon, ob dieseBitfolge eine Dualzahl oder etwasanderes reprasentiert. Eine
Folge von acht Bit wird zu énem Byte zusammengefasstallgemeiner bezeichnet man Zu-
sammenfassungen einer Folge von mehreren Bigds } Wort *, wobei die Anzahl der Bits,
anders als beim Bytebeim Wort nicht normiert ist (s. dazu auch Abschnitt 11.4.3 in Kurs-
einheit 2). Der Vollstandigkeit halber sei noch erwahnt, dass Bit auch die Grékeformati-
onsgehaltbezeichnet (deren Einheibit ist).

2.4 Rechnen mit Dualzahlen

Solange Zahlemur dastehen (auf dem Papier oder im Speicher eines Computerbpaben
sie keine Bedeutung- ihre Ziffern konnten fiir alles Mdgliche stehenlhre Bedeutung ergibt
sich daraus, wasnan (oder ein Computer) damit macht, namlich rechnen.Wie bereits oben
nahegdegt ist dieses Rechnemicht notwendigerweise einintellektueller Akt, sondernkann
alsein Spiel mitZeichenaufgefasst werden

2.4.1 Addition

Wie aber addiert manzwei Zahlenim Dualsystem? Genauso wien Dezimalsysterh Konkret
schreibt man fir die Berechnungeiner Summe die beiden Summanderkomma- bzw.
rechtsbiindig untereinander auf und addiert dann deren Stellen einzelrvon rechts nach
links, wobei man ab der zweiten Stelle noch derUbertrag aus der Addition der vorigen
Stelle beriicksibtigen muss. Die Addition1 141 1zlim Beispiel ergibt

(Man beachte, dass zur korrekterbDarstellungdes Ergebnisses viert@llen bendtigt werden,
obwohl die beiden Summanden nur drestellig sind) Dabei ist die Addition im Dualsystem

einfacher als die im Dezimalsystem, da man nur wissen muss, was die elementaren Additi-

onen0+0, 0+1 1+0 und 1+1 ergeben. Dafiir muss man nicht énmal im Kopf rechnen,
sondern kann die Ergebnisse derachfolgenden Additionstabelle entnehmen:

da


https://de.wikipedia.org/wiki/Bit
https://de.wikipedia.org/wiki/Informationsgehalt
https://www.fernuni-hagen.de/fu-search/index.jsp?query=01608
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Wenn man beispielsweise wissen will, wie vidl+ 0 ergibt, sucht man die Zeile, in der unter
}-* Oqi«lbqgj 7 qgj pan } .«B» stehy(dié drite) unhd liest dann in der-

selben Zeile rechts das Ergebn{g0»«1») ab. Hierbei ist diezweite (linke) Stelle der Summe
der Ubertrag, der bei der Addition der zweiten Stellen derbeiden Summandenberiicksich-

tigt werden muss Fir die zweiteStellekommt deshalbdie Additionstabelle

PP OOPRrPr ool Summand

P OPRrOPRORr o2 Summand

P~k o o o ol Ubertrag
8

zur Anwendung, die neben den Stellen der beiden Summandemoch den Ubertrag aus
einer vorherigen Additionbertcksichtigt. Man beachte dass die Summaedreier einstelliger
Zahlen im Dualsystem nicht groRer al$ IDrei) sein kann, so dass man fur die Summe mit
einer Stelle und dem Ubertrag in die nachste Stelle auskomminhsbesondere hader Uber-
trag bei der stellenweisen Addition von zwei Zahlenmmer nur eine Stelle, so dass sich
diesdbe Tabelle auch furdie Addition der dritten und aller weiteren Stellen verwenden lasst.
Man kommt also, um zwei Dualzahlen beliebiger Ladnge addieren Z&dnnen, mit nur zwei
Tabellen aus (wobei die erste auch noch von der zweiten subsumiert wird man muss
hierfirnurdenOqg i i ] j Ubejtragl konstant auf «0» setzen). RegelmaRigkedn dieser
Art machen eine wesentliche Grundlage fir digasanteEntwicklung der Digitalisierungaus
Viele komplexe Aufgaben lassen dicauf die stumpfe Wiederholung einfacher Aufgaben
zurtckfihren. FurHardware, die die Zeichenspiele umsetzt (s.dpitel 11 in Kurseinheit2),
heil3t das:Um sie leistungsfahiger zu machemenlgt es haufig, einfach nur mehr vom Sel-
ben hinzuzuftgen.

Dem aufmerksamen Lesewird aufgefallen sein, dass bei der Addition der | Uberlauf |
dritten Stelleim obigen Beispielein Ubertragin die vierte Selle auftritt, an der aber bei den
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beiden Summandengar nichts steht. Streng genommen kann man also auch keine der bei-
den obigen Tabellen fiir die Bestimmung der vierten Ziffer verwenden. Wenn wir allerdings
die Lange (Stellenzahl) von Zahlen nichuf drei begrenzen wollen (vgl. Abschnit2.2), dann
konnen wir hier einfach fihrende Nullen annehmen, so dass wir der zweiten Tabelle das
korrekte Ergebnisl (= 0 + 0 + 1) entnehmen kdnnen.Wenn wir hingegendie Zahl der Stellen
der Zahlen aufdrei begrenzen, dann reicht dies fudie Addition von1 1uhd 1 1nicht aus:
Wenn es keine vierte Stellegibt, kann man auch den Ubertrag in die vierte Stelle nicht
verarbeiten Wahrend das bei einem Ubertrag vor0» kein Problem ist(man kann ihn ein-
fach ignorieren) kennzeichnet én Ubertrag von«1» nach der dritten ziffernweisen Addition
einen sog.Uberlauf ; er zeigt an, dass das nur dreistellige Ergebnis (im obigen Beispiel0) 1
nicht korrekt ware. Uberlaufe sind ein fundamentales Problem des Rechnens maitdlicher
Stellenzahl; obwohles so offensichtlichist, fihrt es immer wieder a1 folgenschwerenFehl-
leistungen (deren spektakularstewohl der gescheiterteErstflug der Ariane 5 im Jahr 1996
war).

Addition als reines Bemerkenswertan obiger Darstellung der Addition von Dualzahlen ist,
Zeichenspiel dass sie sich als eirreines Zeichengiel auffassen lasst(oder wo wurde

L
oy
o n 4 y
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k”™aj } ¢ a n,aie alsp naph fest@iehenden Regeln vollstédndig mechanisch ablaufen
kann. Insbesondere funktioniert sie, ohne dassine ausfilhrende Maschine die Bedeutung
von natlrlichen Zahen (als Anzahl von etwas) kennen oder gar Striche abzahlenlsste
(wie Kinder zu addieren lernen, was ja auch funktionieren wirde und obendrein der natir-
lichen Bedeutung von Zahlen nahd@&me). Trotzdem ist das Ergebnis dieses Zeichens|sie
stets richtig und lasst sictbedenkenlos auf reale Sachverhalte Ubertragen:

¢*ee *eee e L4 1 4 4 1 1 4

Und so funktioniert das immer beim Einsatz von Computern: Ein Sachverhalt wird als Zei-
chenfolge codiert, auf der Zeichenspiel@ausgefiihrt werden, deren Ergebnis dann flr den
Sachverhalt eine (idealerweise: die richtige) Bedeutung hat.

Voraussetzung ist nattrlich, dass sich jemand mal die Miihe gemacht hat, die Gultigkeit des
Zeichenspiels zu beweisen. Beispiele fir solch einenviss, allerdings auf dem Gebiet der
Logik, finden Sie in Abschnitt3.2.2. Hier sei noch erwahnt, dass viele mathematische Be-
weise selbst die Form eines Zeichenspggiaben. Ein besonders schénes Beispiel hierflr ist
der Diagonalisierungsbeweis fur die Existenz tiberabz&hlbar vieler Zahlen.

Das Zeichenspietur Addition wird in seiner konketen Ausfithrung tbrigens dadurch er-
leichtert, dass wir die Zahlen (Summanden, Ubertrag und Summe) untereinander aufschrei-
ben (und damit die zweite Dimension des Papiers bemiihen); es liel3e sich auch fir eine
eindimensionale Darstellung formulieren, wiirde ddurch aber bedeutend umsténdlicher,


https://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_zweites_Diagonalargument
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insbesondere, wenn man nicht verlangt, dass alle Zahlen dieselbe Stellenzahl haben (s. Ab-
schnitt 2.2). Und so sind de Stellen n einem Computer, an denen eine Eins oder eine Null
stehen kann, auch zweidimensional organisieffs. Abschnitt 11.4.1 in Kurseinheit?2).

2.4.2  Multiplikation

Die Multiplikation zweier ganzer Zahlenim Dualsystem kann man, genau wie im Dezimal-
system,als wiederholte Addition auffassenSo ist beispielsweisé 8 1 -1 6-1 OWenn
man also ganz Zahlen addieren kann, kann man sie auch multiplizieren man mussdazu
lediglich die eine Zah| den Multiplikanden, so oft zum Ergebnis der vorherigerAddition
(bzw. zu 0 am Anfang der Wiederholung) addieren, wie es die andereZahl, der Multiplika-
tor, vorgibt. Dieses Zeichenspiel, das die Multiplikation auf die Addition (die ja ebenfalls als
ein Zeichenspiel erledigt werden kann) zurtckfihrtfunktioniert nattrlich nur, wenn der
Multiplikator eine ganze Zahl ist

Multiplikation als iterative Addition istzwar einfach, dauert aber u.U. Multiplikation mit
(wenn dafir viele Additionen ausgefiihrt werden missen) recht lange. Zweierpotenzen
Das Verfahren lasst sich beschleunigen, indem man ausnutzt, dass die Multiplikation mit
Potenzen vonZwei im Dualsystemder Multiplikation mit Potenzen vonZehn im Dezimalsys-

tem entspricht: fir eine Multiplikation mit Zwei (1 Om Dualsystem) hangt man eine Null an,

fur eine mit Vier (1 0)@wei usw. Dieses Anhangen einer Null entspricht einer Linksverschie-
bung aller Stellen die eine Zahl darstellen, und dem Eintragexon «0» an der freiwerden-

den, ganz rechten Stelle. So wird au$ {Drei) durch Multiplikation mit 1 @Zwei) 1 1(8echs),

durch Multiplikation mit 1 0 Wier)1 1 qAwo6If) usw. Die offensichtliche Beschrankungist,
dassdamit nur die Multiplikation mit Zweierpotenzenabgedeckt wird.

Fur die Multiplikation mit beliebigenganzen Zahlen lasst sicfedoch das Multiplikation mit
Distributivgesetz der Arithmetikausnutzen Es besagtu. a., dass fiir be- beliebigen ganzheln
liebige Zahlenii, b und b stets gilt: (i +15) @ =4 @ +b @. Damit ist bei- Zahlen
spielsweise

I 1011=5100)™11=1 0T 1+171 1=11 1 1+ 1 I

Die Multiplikation von 1 1(4ieben) mitl O (fiinf) lasst sich also auf die Multiplikationvon

1 1rhit 1 O (vier) und mit 1 (eins also mit zwei Zweierpotenzey und eine Addition der
beiden so erhaltenenProdukte zurtickfiihren. Diese Zuriickfuhrung ist Grundlage eines Zei-
chenspiels zur (schriftlichenMultiplikation:
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Dass dieses Zeichenspiel den richtigen Wert liefert folgt aus der Gultigkeit der schriftlichen
Multiplikation mit Zweierpotenzen (durch Anhéangen von Nullen), der Gultigkeit der schrift-
lichen Addition und der Giiltigkeit des Distributivgestzes'®. Allgemein lasst sich die Multi-
plikation mit einer beliebigenn-stelligen ganzen Zahl auf maximah - 1 Multiplikationen mit
Zweierpotenzen ungleichL und maximaln - 1 Additionen zurtickfihren (maximal deswegen,
weil sich Multiplikationen und Additionenflr Stellen des Multiplikators, an denen «0» steht,
sparen lassen)Wem das immer noch zuviele Additionen sind der kann auch auf eine Ta-
belle zuriickgreifen, in der die Produktegespeichert sind:

Multi- Multiplikand
plikation | 0000 0001 0010 0011 ~

0000 | 0000 0000 0000 0000 -~
0001 | OOOO0 0001 0010 o0011 -~
0010 | 0000 0010 0100 0110 ~
0011 | 0000 0011 0110 1001 -~

Multiplikator

Diese Multiplikationstabelle entspricht einem grof3en Einmaleins fir Dualzahlerund das
} Na_dj aj” " qn _ dlemJyas Blensclibh inacteen, wenn sie daauswendig
gelernte Einmaleins anwendenAllerdings wird die gesparte Rechenzeit hier mdem fir die
Tabelle bendétigten Platzerkauft. Dieser sog.Time-memory (oder auch Spacetime) trade-
off ist bei vielenDigitalisierungspoblemen zu treffen.

2.4.3 Subtraktion und negative Dualzahlen

Mit der Einfihrung der Subtraktion verlasst man den Raum der natlrlichen Zahlen, da man
fur die Darstellungeines Teils deErgebnisseauch negative Zahlen bendétigt. Negative Zah-
len lassen sich aber mit den bisher beschriebenen Mitn eines Stellenwertsystems gar nicht
darstellen- es gibt weder negative Ziffern noch negative Stellen. Die erste Herausforde-
rung ist also die Darstellung negativer Zahlen; die zweite ist dann, damit zu rechnen.

10 wobei die Anwendung des Distributivgesetzes (bzw. die damit einhergehende Termumformung)

selbst als ein Zeichenspiel aufgefasst wegd kann, dass jedoch nur der Begrindung der schriftlichen
Multiplikation dient und bei dieser selbst gar nicht mehr angewendet werden muss


https://de.wikipedia.org/wiki/Time-Memory_Tradeoff
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In der Ublichen Schreibweiselfr Zahlen verwendet man zur Kennzeich- | Vorzeichen |
nung negativer Zahlen das negative Vorzeichenx, also beispielsweisé 1 flir minus Eins.

Nun ist das Vorzeichen ein Zeichen und wenn man nur zwei Zeichen zur Verflgung hat,

muss man sich etwas einfallen lassen. Mamennt einen solchen Einfallwenn er verabredet

ist, eine Konvention.

Die Konvention, die der Verwendung eines Vorzeiohns am nachsten kommt, ist die Einfuh-
rung einesVorzeichenbits . Dieses Bit hatte dann beispielsweise den Werd fir eine posi-
tive Zahl und den Wertl fir eine negative ZahlEs stiinde aul3erhalb des Stellenwertsystems
und wirde einer Zahl zugeordnet (eine Zahl wére also immer ein Paar bestehend aus eine
positiven Zath und einem Vorzeichenbit, das ausiner positivenggf. eine negative Zahl
macht). Dieses Vorzeichenbit ware dann bei Additionen und Multiplikationen zbertck-
sichtigen, was aber eineAnpassung derAddier- und Multiplizierverfahren bedeuten wirde.

Stattdessen verwendet manmeist die sog. Komplementdarstellung Kompleme nt-
nach der man fur eine negative Zahl alle Bits der entsprechenden positi- darstellung
ven Zahl invertiert (also aus1» «0» macht und umgekehrt) und, aus rechnerischen Grin-
den, noch die Zahl1 addiert. Die ZahlDreiwirde demnach, bei Verwendung von 4Bit, wie ;
gehabt alsO 0 ldie Zahlminus Dreials1 1 @11 1 -0 0 ( dargestellt. Man erkennt hier WikireniA
negative Zahlen an der1» an der ganz linken Stelle (wodurch dieses Biten Charakter
einesVorzeichenbis hat); die Zahl' 0 gibt es demnach nicht { 1 #0L0 0=D 0 Ongit Uber-

trag 1). Der (wenig offensichtliche) Vorteil dieser Darstellung ist, dass man so dargestellte
negative Zahlen nach demselben Verfahren wie positive addieren kann und dabei das rich-

tige Ergebnis herauskommt0 0 1 1 & Q 0 O(Wobei der Ubertrag, hier 1, unter den Tisch

fallt).

Die Behandlungnegativer Zahlen mussen Sie sich nicht merken wie in anderen Fallen
auch handelt es sichhier um die Ausnutzung bestimmter GesetzmaRigkeiten mit dem Ziel,
mit nur zwei Zeichenauf moglichst einfache Weiseso viel wie eben mdgich machen zu

kénnen. Wichtig ist, dass Sie erkennen, dagsnmal mehr nur mit Zeichen nach bestimmten
Regeln gespielt werden muss, dass also keinerlei mathematische Fahigke{ieas auch im-

mer sonst das sein magxum Rechnen benétigt werden

2.4.4 Division

Die Divisionij + b lasst sich als Umkehrung der Multiplikation mit &hnlichen Mitteln durch-
fuhren: per wiederholter Subtraktion (wie oft stecktb in 14, wobei hier die Anzahl derSub-
traktionen zur Bestimmung des Ergebnisses gezéhierden muss) per Rechsverschiebung
der Stellen vonij (entsprechend der Division durclZwei) und per Nachschlagen in einer
Divisionsabelle Ahnlich wie bei der Subtraktionden Bereich der natiirlichen(positiven)
kann man hier jedoch den Bereich der ganzen Zahlen verlassen, namlich weamsich nicht

11 Eine fehlerhafte Divisionstabelle war Ubrigens auch Ursache des sog. FBDgs der IntelPentium

Prozessoren,defji ~aj -55,an F]dnaj bAn nae_Hh8&pd ©t &pa ®WwWknc


https://de.wikipedia.org/wiki/Zweierkomplement
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ganz durchb teilen lasst, also entweder ein Rest oder das Ergebnis als Bruch (rationale Zahl
s. Abschnitt2.6) ausgewiesen werden muss

2.4.5 Vergleich von zwei Zahlen

Zwei Zahlen kdnnen gleich sein; sind sie das nicht, ist eine groRer als die andere. Wie aber
bestimmt man, ob zwei Zahlen glé&ch sind oder eine Zahl gréer ist als eine andere? In der
Grundschule lernt mandazu ein einfaches Zeichenspiel: Man vergleicht, beginnend mit der
hdchsten Stelle stellenweisedie Ziffern der beiden Zahlen- ist eine Ziffer groRer als die
andere (ggf. ene fuhrende Null), ist deren Zahl groRRer, sind sie gleich, macht man mit der
nachsthdheren Stellegenauso weiter. Auf Dualzahlen angewendet ist dieses Verfahren be-
sonders einfach, da man hier nur die erste Stelle (von links gesehen) finden muss, an der bei
der einen Zahl eine 1 und der anderen eine 0 steht. Allerdings funktioniert dies nur bei einer
Beschrankung auf positive Zahlen in Festkommadarstellung (s. Abschgits.2).

Ein anderesVerfahren, das immer funktioniert, ist, die eine der zu vergleichenden Zahlen
von der anderen zu subtrahieren. Ist das Ergebnis 0, sind die Zahlen gleich, ist es negativ,
war die zweite Zahl groRRer als die ersteist es positiv, istes umgekehrt. Voraussetzung ist
natirlich, dass man ai zuverlassig funktionierends Zeichenspiel fur dieSubtraktion zur
Verfligung hat.

2.5 Andere Stellenwertsystem e

Grundsatzlich eignet sich jede ganze Zahl gro3er alsals Basis eineStellenwertsystens.
Allerdings steigt mit der Basis die Anzahl der Zeicherlie man als Ziffern bendétigt. Wenn
man bedenkt, dass wir mit weniger als 30 verschiedene#eichen(Buchstaben)fiir unsere
Schriftauskommen (und daflir lange Wérter in Kauf nehmen)scheint es keinen paktischen
Grund zu geben, hohere Basen als Zehn filr uns&tellenwertsystenzu bevorzugen??

Im Kontext der Digitalisierung hat dennoch ein weiteresstellenwertsystemeine gewisse
Bedeutung erlangt: dasSechzehnersystem, auch Hexadezimalsystem genannt. Dies
liegt daran, dass eine Stelle im Seekhnersystemgenau vier Stellen im Dualsystem ent-
spricht: Zu jeder Ziffer des Sehzehnersystens (mit den Werten Null bis Flinfzehn, dargestellt
durch «0»««9» und die Buchstaben«A»««F» flir die Gbrigen sechs Ziffern) gehort genau
eine vierstellige Dualzahlq 0 &D 1)1 Man kann also leicht Dualzahlen irHexadezimal-
zahlen umwandeln und der Wert eines Byte, eine achtstellige Dualzahl, lasst sich abkiirzend
als eine zweistellige Hexadezimalzahl darstellen. Allerdings wird Ihnere diiexadezimal-
schreibweise von Zahlen nur selten begegnen; tatsdchlich werden selbst di€® Bit = 32
Bit einer Internetadresseseltenerals Folge von vier zweistelligen Hexadezimalzahlats von
vier bis zu dreistelligen Dezimalzahlen dargestellt (alsoaa 255.0.0.13 statt FF.00.00.0D).

12 Allerdings hat dasZwdélfersystemin der Praxis einige Vorteile gegeniiber dem Dezimalsystem.
Wenn Rechenkiinste in der Evolution eine Rolle gespielt héatten, hatten wir wohl zwolf Finger.
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2.6 Andere als ganze Zahlen

2.6.1 Rationale Zahlen

Nach den ganzen Zahlen kommen die rationalen, die als Briiche von zwei ganzen Zahlen
(oder als Paar zweier ganzer Zahlen, dem Zé&hler und dem Nennéaygestellt werden kon-

nen. Beim Rechnen mit Briichen sind die Regeln der Bruchrechnung zu befolgetie jedoch

auch nur Regeln eines Spiels mit Zeichen sind (das nachste Level sozusadgaofern die

Anzahl der Stellen von Z&hler und Nenner unbegrenzt sind und sofern man lediglidie vier
Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) braucht, sind der Ge-
nauigkeit des Rechnensnit Briichen keine Grenzen gesetztAllerdings werden Zahler und
Nenner, wenn man nicht regelmafig kurzt, schnell sehr grof3, so dass man lan@ahlen
bendtigt (s. Abschnitt2.2 fiir die damit einhergehenden Probleme)Das Kirzen istzwar (
auch als Zeichenspiekecht leicht durchzufiihren(nach demsog. euklidschen Algorithmus), ;
aber relativ aufwendig, so dassnan in aller Regel, unter Aufgabe der Genauigkeit, aufWikipEpIA
Gleitkommazahlen (Abschnitt2.6.3) ausweicht. Dennoch sollte man die Verwendung von
Briichen in Betracht ziehen, wenrGenauigkeit verlangt istund nur die vier Grurdrechenar-

ten bendtigt werden.

2.6.2 Dezimalbriiche und Festkommazahlen

Wenn man sich auf die Anzahl der Nachkommastellen festlegt (so§estkommazahlen ),
kénnen Kommazahlen genau wie Ganzzahlen behandelt werden. Im Dezimalsystem spricht
man dann auch vonDezimalbriichen : Eine Zahl mit zwei Nachkommastellen kann als die
Ganzzahl, de man durch Streichung des Kommas erhdlt (nur das Komma, nicht die Nach-
kommastellen!) geteilt durch 100 darstellen. So isbeispielsweise

33 F&F—

333 I
100

Dezimalbrtiche lassen sich leicht addieren und subtrahieren, wenn ihr Nenner gleist (also

wenn sie als Festkommazahlen die gleiche Anzahl von Nachkommastellen haben); bei der

| ghpel heg] pekj gj ~an @ereoekj andiudp oe_d " a
Védhan( Jajj awnsi*] B VEajhjaan' ] h Jan j aweiweittraj j an i ] |
Zeichenspielgund damit auch die Zahl der Nachkommastelleldm hier die Nachkommas-

tellenzahl konstant zu halten, muss ggf. gerundet werden.

Bei der Inbetrachtnahme von Dezimalbriichemuss manbedenken, dass Dezimalbriiche im
die Nachkommastellen im Dualsystem eine andere Wertigkeit haben: So Dualsystem
steht 0,1 fir 0@° +1@ 1, also fiir ein Halbes und nicht fiir ein ZehntelTatsachlich ist die
Darstellung derDezimalzahl0,1 im Dualsystem periodisch, hat also eine unendliche Anzahl

von Nachkommastellen (so wie beispielsweise reiDrittel im Dezimalsystem s. Ab-

schnitt 2.1). Man kann daher Dezimalbriiche im Dualsystem Allg. nur mit begrenzter Ge-
nauigkeit darstellen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Algorithmus
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binar codierte Nun gibt es aber durchaus Anwendungen, in denen Genauigkeiuch

Dezimalzahlen nach dem Kommaeine groRe Rolle spielt. Bestes Beispiel hierfur siRa-
gistrierkasseneine der ersten weiten Verbreitungen von Computern. Um die oben beschrie-
benen Probleme der Darstellung von Dezimalzahlen zu vermeiddrat man die sog.binar
codierten Dezimalzahlen (engl. binary coded decimalsBCD) eingefiihrt, in denen Dezi-
malzahlen ziffernweise codiert werden, also fir jede Stelle einer Dezimalzahl viginare
Stellen reserviert werden. Die BCEReprasentation von Zahlerwird heute jedoch kaum
mehr herangezogen (aufRer in Techenrechnern vielleicht)stattdessen werdenwo Dezimal-
briche verlangt werden, Gleitkommazahlen mit der BasiZehnverwendet.

internationales Ubrigens: Das deutsche Dezimalkomma ist im englischen Sprachraum ein

Durcheinander Dezimalpunkt, und der deutscle Dezimalpunkt (zum Trennen von Tau-
sendern verwendet) ist im Englischen das Komma. Zwar versuchBatriebssysteme&Kapi-
tel 12 in Kurseinheit2), diese Unterschiede auszugleichen, indem sie eine automatische An-
passung der Einund Ausgabe von Zahlen an den eingestellten Sprachraum anbieten, doch
machen ProgrammiersprachenKapitel 20 in Kurseinheit3) bei der Darstellung von (kon-
stanten) Zahlen in Proggmmen diese Unterscheidung in aller Regel nicht und Verwechse-
lungen von Dezimalpunkt und-komma sind eine nicht zu vernachlassigende Fehlerquelle
der Programmierung und Nutzung von Computern.

2.6.3 Gleitkommazahlen

Gleitkommazahlen (auch FlieRkommazahlen genannt) erlauben die Darstellung von
sehr groRen und sehr kleinerZahlen mit einer relativ kleinenfesten Anzahl von Stellen Ist
bei langen Zahlendie Zahl derzu ihrer Darstellung zur Verfliigung stehendertellen er-
schopft, werden die Stellen groRer Zahlen so lange nach rechts und ditellenkleiner Zah-
len so lange nach links verschoberhis sie genau eine Stelle vor dem Komma haben; die
Nachkommastellen werden dann entsprechend der zur Verfligung stehenden Stellenzahl
abgeschnitten (ggf. nach einer Rundung). Dabei wird die Anzahl der durchgefihrten Ver-
schiebungen gezahlt und der so entstatienen Zahl beigeordnet.Sie kennensolcheZahlen-
paare vielleicht vonlhrem Taschenrechnerl,0E9 (mit «E» als Trennzeichenbeispielsweise
bedeutet hier L0 0.0 0.0 0 Qeine Eins mit neun Nullen) undl,1E-2 bedeutet 0,0 1. Der
Preis ist natirlich ein Genagkeitsfehler. 1.0 0.0 0.0 0,0 1 l&sst sichals Gleitkommazahl
nicht exakt darstellen, wenn man weniger als 13 Stellen zur Verfliigung hat. Dieser Fehler
vergroRertsich beim Rechnemmit Gleitkommazahlen und die mangelnde Bertcksichtigung
von Rundungsfehlen bei der Gleikommaarithmetik ist ein haufiger Programmierfehleein
konkretes Beispiel hierfir finden Sie in Abschni2.1.3 in Kurseinheit3). Gleichwohl ist die
Gleichkommaarithmetik wichtiger Bestandteil gerade des wissenschaftlichen Rechnens und



Kapitel 2: Zahlen 19

wird daher auf jedem heutigen Computer perHardware unterstitzt. Man sollte jedoch im-
mer die Moéglichkeit in Betracht ziehen, dass eiberechnetesErgebnis zu ungenau ist, um
verwertbar zu sein!3

2.6.4 Zahlen, die keine sind

Manchmal werden zu denZahlen aus solche hinzugerechnet, die definitionsgemaf keine

sind. Dazu zéhlen minus und plus Unendlich sowie das Ergebnis undefinierter Rechenog (
rationen wie die Division durchO (manchmal NaN fur Not a Number, genannt). Erstere ;
kdnnen in Zeichenspielen Verwendung findenn denen zwei Zahlen verglichen werden sol-WikipepiA
len (jede echie Zahl ist groRRer als minus Unendlich und kleiner als plus Unendlich); letztere

erlaubt, Rechnungen fortzusetzen, die eigentlich abgebrochen werden muissten (eben weil

eine undefinierte Rechenoperation darin vorkommt, maralso wohl einen Fehler gemacht

hat). 1 ] | okhhpa oe_d “]Jrkn dApaj( vq ch]lg”aj( " ]o
die dahinterstehenden Probleme aus der Welt geschafft wurden das Auftreten von NaN

als Ergebnis einer Rechnung verlangt immer eirfeusnahmebehandlung , also eine Fest-

legung darauf, was in diesem Fall zu tun ist.

2.7 Inkrement, Dekrement und die zeitliche Dimension

Zwei Rechengerationen, die in der Digitalisierung eine besondere Rolle spielen, sind die
Addition und Subtraktion von 1, auch alsinkrement und Dekrement bezeichnet. Sie wer-

den zum Zahlen, genauer zum Abund Aufzahlen, verwendet, und geben damit den Zahlen

die Bedeutung vonKardinaliaund Ordinalia Entsprechend kénnen beide Operationen auch ;
nur auf ganzen Zahlen angewendet werden. WIKIPEDIA

Dabei ist es glinstig, dass sich dagahlen im Dualsystem als besonders einfaches Zeichen-
spiel realisiereridsst Man wechselt dazu an jeder Stelle einfach nur zwische«D» und «1»
hin und her, und zwar

1 an der ersten Stellammer fir die jeweils nachste Zahund

9 an der zweiten sowie allen weiteren Stellen immer dann, wenn die rechte Nachbar-
stelle auf«0» wechselt.

13 Besonders gemein ist, dass man den Zahlen allein nicht ansieht, wie ungenau sie sindlas hangt

namlich auch von ihrer Herkunft ab. So liegt der Fehler bei Ergebnéssvon Rechenoperationen nicht

jgn ej "aj saccah]ooajaj Vebbanj( okj  anj }s]lj anp”
opahhpaj* Ok eop aeja Chaepgkii]lv]dh iep bAjb J] _d¢
Opahhaij caj ] q” ( s ernerBerecknang ist] Als Faustregel'kane dienen, dass eine

Zahl immer ungenauer wird, je mehr Schritte ihre Berechnung benétigte. Das (mechanisierte) Rech-

nen mit Gleitkommazahlen ist eine Wissenschatft fur sich, in der immer noch aktiv geforscht wird.


https://de.wikipedia.org/wiki/NaN
https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlwort
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Die erstensieben Schritte dieses Spiels sindachfolgend dargestellt (wobei die Zahlendie
Horizontaleund die Z&hlfolgedie Vertikale beleger):

Beim achten Schritt wiirde die erste Stelle wieder auk0» wechseln und mit ihr die zweite
und auch die dritte Stelle Sofern keine vierte Stelle vorgesehen ist, beginnt das Zahlelamit
wieder bei0 0.M@en Wechsel der dritten Stelle auf «0» kann man dann auch alsberlauf
beim Zahleninterpretieren (vgl. Abschnitt2.4.1). Man beachte, dass das Zahlen saicht nur
vollkommen mechanisch, sondern auclohne die explizite Addition vonl (ohne Verwen-
dung desin Abschnitt 2.4.1 dargestelltenZeichenspielszur Addition) funktioniert. So ahn-
lich arbeiten Ubrigens auch mechanische Zahler im Dezimalsystem, wie maa beispiels-
weise als Kilometerzahler kennt:  diese kdnnen auch nicht rechnen (undkennen im Ubri-
gen keinen Uberlau).

Selbsttest:Spezifizieren Sie das Zeichenspiel fur das Dekrement.

|Zé‘1hler und Behalter | Inkrement und Dekrement geben aber Zahlen nicht nur eine besondere
Bedeutung (wenn man eine Zahl inkrementiert oder dekrementiert, dann verwendeman
sie wohl zum Ab- oder Aufzahlen) - sie fihren auch das Konzept deZahlers ein. Ein
Zahler ist keine Zahl, sondern eiBehalter fur eine Zahl, dessen Inhalt, eben eine (ganze)
Zabhl, durch Inkrement und Dekrement verandert wird. Mathematisch kann man diesen Be-
halter am ehesten mit einetVariablevergleichen,die ja auch fiir eine Zahl steht; es gibt aber
fundamentale Unterschiede zwischen dem Konzept einéBehaltersund dem einer mathe-
matischen Variable, so dass man diesen Vergleich mit Vorsicht geniel3en mlissbesondere
steht ein Behélterim Allgemeinen sowie ein Zahlerim Besondeen fur zeitliche Verander-
barkeit seinesinhaltes bzw.Wertes, wahrend eine mathematische Variable figinen, wenn
auch unbekannten, Wert steht (weswegen sie auchHJnbekannte genannt wird) und unter-
schiedliche Werte alternative Werte sind, ohne dass die Zeit hier irgendeine Rolle spielen
wirde. Wenn alsol/ eine mathematischeVariable ist, die einen Z&hler reprasentieren soll,
dann wird das Inkrement mathematisch korrekt durch die Gleichuni} = 1+ 1 wiedergege-
ben, wobei I7l, hier eine andere Variable ist, didir den neuen Wert des Zahlers stehtTat-
sachlich wiirde man einen Zaker mathematisch durch eine Folge von (indizierten) Variablen
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beschreiben:l7;K+1 = l7;K +1 Die Zeit ist kein Modus der Mathematik- von Computern hin-
gegen schon (vgl. Abschnit 11.2.2 und 18.2 in Kurseinheit2).

Tats&chlich haltmit der Betrachtung von Behélterndie zeitliche Dimen- | zeitliche Dimension |
sion Einzugin unsere Zeichenspiele: Wahrend wir bei den vorherigen Zeichenspielen ledig-

lich Zeit benétigten, um sie durchzufihren, die Zeit aber keinerlei Einfluss auf das Ergebnis

hatte, gibt es jetzt ein Vorher und ein Nachher: Der Behélter hat vorher einen anderen

Inhalt als nachher. Auf einem Blatt Papier brauchen wir dazerstmals das Radiergummi:

uf o
00[o E Dol E D07

An den Stellen, an denenwir den alten Z&hlerstand notiert hatten, steht nach dem Inkre-
ment bzw. Dekrement der neue Zahlerstand. Ist dieser Zahlerstand Teil einer Berechnung
gewesen,unterliegt auch diese Berechnung der Zeit: Erneut durchgefiihrt liefert sie ein an-
deres Ergebnis. \¥nn das aus mathematischer Sicht auch nach einem Problem aussehen
mag, so ist es doch Grundlage aller Computer (und auch viel&dgorithmen, die auf ihnen
ausgefihrt werden).

Ubrigens: So, wie Zahlen eine Lange haben (Abschnit2), haben Behal- | GroRe von Behéltern |
ter eine Grole, die bestimmt, wie lang die Zahlen, die sie aufnehmen kénnen, hidstens

sein dirfen. Dies ist schon deswegen notwendig, weil man mehrere Behalter haben kann,

die, wenn sie hintereinander angeordnet sind, sich nicht Uberlappen dirfen, selbst dann

nicht, wenn die Lange einer darin gespeicherten Zahl (etwa beim Zahlen) wist. Uber die

GroRRe eines Behalters hinauszuschreiben ist ein schwerwiegender Fehler, dea.udazu

flhrt, dass Zeichensgle nicht korrekt funktionieren (s. dazu auch Abschnit27.2.3 in Kurs-

einheit 4)

Man kann sich einen Behélter wie eine (reservierte) Folge von Kéastchen Identifikation von
(Karos)auf einem karierten Blatt Papier vorstlen, in denen geschrieben Behaltern
und radiert werden darf und die durch die Position auf dem Blatt Papier (und nicht ihren

Inhalt) identifiziert werden. Die Position eines Behélters kann durch ein Koordinatensystem

oder eine einfache Nummerierung aller Kéastchehestimmt werden; man kann den Behél-

tern aber auch Namen geben. Die Namen kdnnen dann verwendet werden, um in Rech-
nungen auf den Inhalt der Behalter zuzugreifen, ganz so, wie die Namen von Variablen in

einer Gleichung fir ihren Wert stehen.

3 Wahrheitswerte

Was die Zahlen fir dieMathematik sind, sind Wahr und Falschfiur die Logik: Werte, mit ;}

Taj oaj i1 j ] _d ~aopei kapnaGenaN wie Zahl¢n sifdrdi@dValdri WikipeniA
heitswerte Wabhr und Falsch fir sich genommen vollkommen abstrakt - der Bezug zu


https://de.wikipedia.org/wiki/Logik
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Konkretem kann hergestellt werden, indem man sieAussagenzuordnet, die dadurch als

wabhr oder falsch ausgezeichnet werden. Di¢ Rechenregelii fur Wahr und Falschwerden

davon, welche Aussagen wahr oder falsch sindchicht beeinflusst—= genau wie bei den
Zahlen sind die Rechenregeln von einer konkreten Verwendung unabhéangig. lhre Bedeu-
tung fur die Praxis liegt darin, dass ihre Anwendung auf reale Sachverhalte einen Sinn ergibt

Die Anwendung der Regeln der Logik in der Praxis wird von Magheni. Allg. genauso

wenig angezweifelt wie die Anwendung der Regeln der Arithmetik$ } qj hkceo da”
mente werden in aller Regel verworfen}*

1
>
—~

. Ahnlich wie bei Zahlen entwickeln Menschen schon sehr friih ein intuitives Verstandnis von
* ; Logik. Dieses Verstndnis ist aber insofern naiv, als es nicht vakntinomien , alsoinneren
WikieepiA  Widersprichen, die man mit dem mitgebrachten Logikverstinis nicht auflésen kann,

schitzt. EineAuflosung dieserWiderspriiche die allgemein akzeptiert wird,wurde erst An-
fang des letzten Jahrhundertsgefunden, nachdem sich Philosophen und Mathematiker
schon Uber zwei Jahrtausende damigequalt hatten. Sie beruht u. a. auf einer strengen
Trennung vonObjekt - und Metasprache , die jedoch fir Menschen, die siclvor allem der
natirlichen Sprache bedienen, um ihre Gedanken zu ordnen, schwierig ist unsere natlr-
liche Spracheist abgeschlossend. h., sie kenntkeine verschiedenen Spracheebenén und
man kann alles in ihr sagen

Objekt - und Ein klassisches Beispiel fur einrgntinomie, oder widersprichliche Aus-
Metasprache sage der kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann, ist derinfache
Satz
I Dieser Satz ist falsch. I

Ware dieser Satz tatsachlich falsch, dann musste sein Gegenteil wahr, er also seinem Inhalt
gemal nicht falsch, sondern wahr sein; ware er hingegen tatsachlich wahr, misste er sei-
nem Inhalt gemaf fisch sein. Da sich diesicht auflésen lasst, ist der Satz alansinnig
abzutun = ihm kann keine Bedeutung zugeordnet werdenMit der strikten Trennung von
Objekt- und Metasprache kdnnennun Antinomien einer solchen Bauartausgeschlossen
werden, indem man namlich verlangt, dass nur in der Metasprache Aussagen Uber in der

14 Leibnizhatte sich schon nicht nur mit der Mathematik, also den Zahlen, den Rechenoperationen
und deren GesetzmaRigkeiten beschaftigt, sondern auch mit der Sprache, also den Wértern, den
Satzen und den Gesetzen der Logik. So hatte er unter anderem die Idee, Wértern Zahlen zuzuordnen
und so die logische Argumentation auf Rechenoperationen zuriickzufihren, fir die er eine Rechen-
maschine gebaut hatte, so dass er die Argumente wirde ausrechnen und sliie unter Philosophen
A"he _daj aj hkoaj @eogqooekjaj sAn a ]J]"~gAnvaj gujj a
hatte seine (mechanische) Rechenmaschine Probleme beim Zehneribertrag, so dass er schnell noch
eine auf dem Dualsystem basierende in Auftragab, die einfacher zu konstruieren war. Tatsachlich
wird heute vielerorts, nicht nur unter Philosophen, nicht mehr gestritten, sondern das Smartphone
gezuckt, um einen Faktencheck durchzufiihren. Dieser bemiht ebenfalls das Dualsystem, nutzt die-
ses aber gaz anders, als Leibniz es sich ertraumt hatte.

15 es sei denn, man fihrt sie iiber bestimmte Konventionen wie beispielsweise den Gebrauch von

Anfuhrungszeichen, wie er in Kapitell diskutiert wird, nachtraglich ein


https://de.wikipedia.org/wiki/Antinomie
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Objektsprache formulierte Aussagen getroffen werden diarfenDemnach misste obiger
Satz ein Satz der Metasprache seinunde _d } " eaoan”™ ] qgb aejaj $]]
jektsprache beziehenwelcher genau gemeint ist, ware dann dem Kontext zu entnehmen.

Heute wird die (mathematische)Logik praktisch immer als eine formale | Syntax und Semantik |
Sprache verstanden, deren Defition sich aus der ihrerSyntax und der ihrer Semantik
zusammensetzt Dabei bestimmt die Syntax die Form defusdriicke (oder Satze)er Spra-
che und die Semantik dererBedeutung Diese Unterscheidung, die auch fur die Definition
von Programmiersprachen zentral ist (s. Abschni®0.1 in Kurseinheit3), erlaubt in der Logik
die Abtrennung eines formlichen, auf Zeichenspielen beruhendefsyntaktischen)Schluss-
folgerungsmechanismusvon einem inhaltlichem (semantischen) Schlussfolgerungsbegriff
Diese Trennung erlaubt esviederum, sich bei der Beantwortung logischer Fragestellungen
ganz au Zeichenspiele verlegen zu kénnen und somiie Knoten im Hirn, die die Beant-
wortung dieser Fragestellungen auf der inhaltlichen, logischen Ebene nur alllricht verur-
sachenkann, zu vermeiden.lch werde diese Trennundier jedoch nur andeuten, zum einen
weil ich die Analogie zur Behandlung von Zahlen (Kapit@)) herausstellen will (bei der ich
auf Syntax und Semantik gar nicht eingegangen hin), zum anderen, wesks der Zeichen-

spielein der Digitalisierungviele gibt und ich denender (mathematischen) Logiknicht un- @

verhaltnismaRig viel Platz geben will Kurs

Zeichen fur Wahr
und Falsch

Genau wie Zahlen werden die Wahrheitswert&Vahr und Falschmithilfe
von Zeichen aufgeschrieben. Da es nur zwei Wahrheitswerte gibt (im Ge-
gensatz zu unendlich vielen Zahlen), ist daflr aber keirtelenwertsystem notwendig —
jedes Zeichen entsprichtir sich einem Wahrheitswert. Dabeiwerden zur Darstellung der
Wahrheitswerte haufig «1» und «0» fir Wahr und Falschverwendet; ihre Bedeutung, ins-
besondere dass es sich dabanicht um Ziffern einer Dualzahl sondern um Wahrheitswerte
handeln soll, muss dann auslem Kontextoder ihrer Verwendung geschlossen werdenlUm
nicht unnétig Verwirrung zu stiften (und aus padagogischenGriinden; s. Kapitel10) ver-
wende ich hier«Ws» und «P» als Zeichen fuiWahr fir Falsch(in tabellarischen Darstellungen
auch ohne die Anfuihrungszeichen); fur die Werte(die Bedeutung der Zeichen) bleibé&ch
bei den Womp a n j } S]dn” g sie abBr} lewr Kethrizdichnuray als \Werte-
kursiv.

3.1 Rednen mit Wahrheitswerten: logische Operatoren

Um mit Wahrheitswerten zu } n a _ d yeanmeridet man logische Verknipfungen, oder
Operatoren (entsprechendden arithmetischen Operatorent,” usw.). Die klassischen logi-
o_daj Kl an] pU n &ieKodjanktiéna){ O} a rdie Disjunktion )gqj Ne} dp~

(die Negation ); sie werdenheute meistensmit den Zeichen « » (fir Und), « » (fir Oder)

und «-» (fr Nicht) notiert. Ihre Bedeutung oder Semantik wird durch die folgende, Wahr- ;
heitstabelle oder Wahrheitst afel genannte Tabellefestgelegt: WIKIPEDIA


https://www.fernuni-hagen.de/fu-search/index.jsp?query=01141
https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrheitstabelle
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logische Ausdriicke

und ihr

Wahrheitswert

Operanden| Ergebnisse der Operatione

9 9| 979 | 979 | A

S =TT
ST s
ST T
S ==
mTn s s

Man beachte, dass es sich dabei eigentlich um dr@¥ahrheitstafeln handelt (eine fur jeden
Operator), die jedoch aus anschaulichenGrinden zu einer zusammengefasst sindn der
Tabellestehen® und D als Platzhalterfir die Operanden der Operatoren ,~ und -, die
jeweils Wahr («W») oder Falsch(«F») sein kénnenl® Wenn man beispielsweise wissen
mochte, wasFRalsch™ Wabhr ergibt, dann sucht man die Zeile, in der untef) «A und unter
D «W» steht, und liest den Wert inderselben Zeileder Spalten™ D ab (hier: «P fir Falsch.
Man beachte, dassder Operator”™ nicht immer der umgangssprachlichen Bedeutungon
Oderaj pol ne_dp( “ea i]j_dilh ]1]qg_d " ea exklk]
sive Oder, dasFalschergibt, wenn beide OperandenWabhr sind, im Gegensatz zuminklu-
siven Oder der Logik bei dem auch beide Operanden Wahr sein dirfen, um Wahr zu
ergeben). Man beachte ferner die Analogie vonWabhrheitstafelnund den Additionstabellen
aus Abschnitt 2.4.1: Die Verknipfung von Wahrheitswerten mit logischen Operatoreiésst
sichwie die Addition von zwei Ziffernrein mechanischnamlich durch Nachschlagen in einer
Tabelle bewerkstelligen

Operatorenlangere Ausdriicke bilden. So sind beispielsweiseé ~ Voder

T~ YV 5~ -VlogischeAusdriicke, in denen mehr als ein Operator vor-
kommt. lhr Wert I&sst sich durch wiederholtes Nachschlagen in den Wabhrheitstafeln fur

~ und - bestimmen, wenn man weil3, das§ —-vor- gehtund™ vor™ " (so wie in der Arith-

metk} Lgqj gpna_dj gqj ¢ rdem ). Gp-n & Viest mandlgoqinachst den
Wert von 5, V; in der Wahrheitstafel von- ab und dann den vonV"~ Vin der Tafel von
~ . Winscht man sich eine andere Bindung de®peratoren, muss man (genau widoei arith-

metischen Ausdriickef Klammern setzenalso beispielsweise{” ~ V). Man beachte, dass
die Auswertung logischer Ausdriicke nichts mit logischem Denken zu tun hat es ist ein-
mal mehr ein reines Zeichenspiel.

Implikation und Wahrend es von den einstelligen logischen Operatoremit der Negation

Aquivalenz

nur einen interessanten(von insgesamt vier moéglichenyibt, gibt es von
den zweistelligen mehr fier sind 16 mdglich). Neben dem beeits erwéhnten exklusiven
Oder finden vor allemdie Implikation , haufigmit« C j k p e a np impliziert~]" h
}]1 go ~ bkkhacrp }~s;a] j j gelesen,und die Aquivalenz , mit < » notiert

16 Hier und im folgenden schreibe ichi ,~ und -, wenn die logischen Operatoren Und, Oder und
Nicht und nicht die sie bezeichnenden ZeichenT{e, « » und «-») gemeint sind.

Genau wie mit den arithmetischen lassen sich auch mit den logischen

}ajpsa
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daj  1ho }sajj qj ~jlknamaljt cdj] d] pdlesgn(versajj ~-~
wendung. Ihre Bedeutunglasstsich der folgenden Wahrheitstafekentnehmen:

Operanden Ergebnisse

-

5 9 09, 977 D

S =7
ST
=TS
S e

Man beachte, dass und~ Operatoren sind, die auf einer Ebene mit,” und - stehen.
Dies ist insofern wichtig zu verstehen, aldie Begriffe (nicht die Zeichen!)der Implikation
und der Aquivalenzmit einer anderen Bedeutungauch auf der Metaebene, bei der Recht-
fertigung der Zeichenspiele der Logikvorkommen und dort sogar eine zentrale Rolle spie-
len. Um damit einhergehende Verwirrungen zu vermeidekann es helfen, zu wissen, dass

(zu besserenUnterscheidung auchmateriale Implikationt” genanntyund™ (materiale
Aquivalen? auch durch eine Kombination vori ,~ und - ersetzt werdenkoénnen. Es gilt
namlich

I 0. 5 ¥ -9 D I
und
I 7 9 6 (4 9 (A D) I

wobei hier «g » die Aquivalenz auf der Metaebene auch logische oder semantische
Aquivalenz genannt, bezeichnet undbedeutet: Egal, obf) und ® Wahr oder Falschsind -
auf der linken und der rechten Seite kommt stets das gleiche herausie sind gleichbedeu-
tend. Und in der Tatergibt der Vergleich der linken und der rechten Seite degrsten obigen
Aquivalenzin einer Wahrheitstafel

n 9| -] 9 0o q, D
F F | w W W
Fow | w W W
W F | F F F
W W| F W W

Man kann also auch-n" D anstelle vonn, 9 schreiben- am Ergebnis &ndert das nichts.

17 @e a >avae_djgjc }i]l]pane]l]h”™ eop( sea reaha ]j ana J]
lich, sondern nur aus der Geschichte der Logik heraus erklarbar. Ohne Kenntnis dieser Geschichte
muss man die Namen einfach hinnehmen, was Erwachsenen zugegetsemalien schwerfallen mag.



26 Kurseinheit 1: Zeichenspiele

Selbsttest:Stellen Siedie vergleichende Wahrheitstafeauch fir die oben behauptete Aqui-
valenzvonf” 9und (7” 9)” (-9~ -9) auf.

|Que|l der Wabhrheit | Wie aber kommt es zu den Wahrheitstafelrund der damit einhergehen-
den Bedeutungsfestlegung der Operatore Zunachst einmalist festzuhalten, dass es fir
zweistellige logische Operatoren (Operatoren mit zwei Operanden) und eine Logik mit nur
zwei Werten Wahr und Falsch tiberhaupt nur 16 verschiedene Wabhrheitstafelgeben kann
- die Mdglichkeiten wachsen also nicht in den HimmelDie Wahrheitstafeln fur” ,~ und
- sind so ausgesucht dasssie der umgangssprachlichen Bedeutungon Und, Oder und
Nicht weitgehend entsprechenund so erlauben, alltdglichen Sachverhalten mithilfe dero-
gik eine Form zu geben Die Fassung der Semantik von und™ durch Wahrheitstafeln
erscheint, gemessen an der der umgangssprachlichen Bedeutung von Implikation und Aqui-
valenz, erstaunlich schlicht; wie wir noch sehen werden, ist sie abeollkommen angemes-
sen. Grundsatzlichbleibt jedoch anzumerken dass die Auswahl der logischen Operatoren
und ihre Belegung mit Wahrheitsafeln einer gewissen Willkir unterliegi{so war Oderfriiher
einmal als exklusives Oder definiertyind dass das, was hier so dogmatischrscheint das
Ergebnis einemveit Uber hundertjahrigen Reise ist. 2 mathematischelLogik ist, genau wie
die Mathematik selbst gewachsen.

Selbsttest:Stellen Sie Wahrheitstafeln fur alle 16 moglichen zweistelligen Operatoren auf.
Was féllt Ihnen auf? Konnen Siealle Operatoren mithife von™ ,” und - nachbilden?

3.2 Aussagenlogik

; Die Aussagenlogik ist eine einfache Form der Logik, bei der es, wie der Name nahelegt,
WikieepiA um die Wabhrheit (den Wahrheitswer) von Aussagen geht. Dabei entsprecheneinfache
Oépva sea } @ea Okjja o etemantarp i Ausskgers die jgwhille eop s]
fur sich wahr oder falsch seirkdnnen. Mittels logischer Operatoren, wie Sie sie im vorheri-
gen Abschnitt kennengelernt haben, lassen sich aus elementaren Aussagaersammenge-
setzten Aussagen bilden. Die Aussagenlogik ist damieiner einfachen, auf dieFormulie-

rung logischer Zusammenhange abzielendematirlichen Sprachenachemgunden.

Analogie zur Ob eine elementare Aussage wahr oder falsch ist, istunéchstnicht Ge-
angewandten genstand der Aussagenlogik-~ vielmehr regelt sie wie sich der Wahr-
Mathematik

heitswert von zusammengesetzten Aussageaus den Wahrheitswerten
ihrer elementaren Aussagen bestimmtDie Zuordnung von Wahrheitswerten zu Aussagen
entspricht dabei in etwa der Zuordnung von Zahlen zu Eigenschaften (wie beispielsweise
dem Gewicht oder der Lange) von Objekten eines interessieregin Sachverhalts: Die zuge-
ordneten Werte kénnen mit Zeichenspielen verarbeitet und das Ergebnis wieder auf den
Sachverhalt riickubertragen werderfvgl. dazu Kapitel2). ElementareAussagen werden da-
her in der Aussagenlogik in der Regel durch Buchstaben («A», «B» usw.) représentiert, die
vom Inhalt der Aussage abstrahieren und die man sich wiéariablenfir Wahrheitswerte
vorstellen kann (ahnlich wie mardie Variableng ' usw. fur die Lange Volumen usw. von
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Kapitel 3: Wahrheitswerte 27

etwas verwende). Im Folgenden setze ich die Buchstaben, dia aussagenlogischen Aus-
driickenfiir elementare Aussagen stehen, kursiv (und lassgée schweizerischen Anfihrungs-
striche weg).

Aus elementaren Aussagetassen siclwie gesagtmithilfe logischerOperatorenzusammen-
gesetzte Aussagerbilden. So ist z.B.

| } die Sonne scheirit™ }es ist warm 18 I

eine zusammengesetzte AussageSieist nachder Wahrheitstafelfir™ dann und nur dann
wahr, wenn beide Einzelaussagen wa sind. Bei der Betrachtung dieser zusammengesetz-
ten Aussageist es unerheblich, ob die Sonne wirklich scheint oder ob es wirklich warm ist
- aussagenlogisch betradet hatte man genauso gut

| y e |

schreiben kénnen denn der Realitatsbezug der beiden obigen meteorologischelReststel-
lungen existiert nur fur den menschlichen Leseund ist fiir die Aussagenlogik als Zeichen-
spiel ohne Bedeutung Gleichwohl kann man sich durch einen Realitatsbezug davon uber-
zeugen, dass die Regeln, nach dendngische Zeichenspied vollzogen werden, einen prak-
tischen Wert haben(genauso wie die der Arithmetik; vgl. Abschnitt 2.4). So ist beispiels-
weisedie zusammengesetzte Aussage

I - $ die Sonne scheint™ }esistwarni % I

dann und nur dann wahr, wenn } die Sonne sbeint” oder } es ist warni’ falschsind'® (lo-
gisch, oderetwa nicht?) -~ esgilt ndmlich

I - (} die Sonne scheint™ }esistwarni') ¥ -} die Sonne scheint™ -} es ist warni I
oder, abstrakter,
| AW 98 Wy O [

wie man sich anhand eines Vergleichs der fiir diinke und die rechte Seite ieser semanti-
schenAquivalenzaufgestellten Wahrheitstafeln vergewissern kanfja, es ist tatsachlichio-
gisch). Man kann alsoin einer Aussage~(y~ 6) und -y~ -0 per Zeichenspiejegeneinan-
der austauschenohne dass sich am Wahrheitswert der Aussage etwas andeft erwiese-
nermal3en!

18 Hier und im folgenden schreibe ich, der besseren Lesbarkeit wegen, auch ganze Satze als Phrasen,
wenn sie Aussagen im aussagenlogischen Sinn darstellen sollen.

19 @e a Ransaj qjc ~ao gjcn]ii] peo_ drStkle sol kassiellers | Lhgn]fF

"] oo iep ai ] o Og~"fieklpgve Odergemaintistaj } k> an”™ ] o
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Selbsttest:Uberlegen Sie sich, welche Aquivalenz fiir zusammengesetzte Aussagen der Form
-(y~ ©) gilt. Hat Ihnen Ihr mitgebrachtes Logikverstandnis dabei geholfen?

3.2.1 Erfullbarkeit und Allgemeingultigkeit

Der Wahrheitswert aussagenlogischer AusdriicKeitet sich also systematisch augen Wahr-
heitswerten der darin vorkommenden elementaren Aussagen ab. Man kardaher die Frage
stellen, welcheWahrheitswerte die elementaren Aussagen eines Ausdrucks haben missen,
damit der Ausdruck insgesamt wabhr ist, und ob esiberhaupt solche Konstellationen gibt.
Letztere Frage nennt man auch die Frage dé&rfullbarkeit ; dass sie gerechtfertigt istkann
man daran erkennen dass schon der einfache Auruck W~ - nicht erfillbar ist (sowohl
Wahr™ Falschals auchFalsch™ Wahr ergeben Falsch. Unerfiillbare Aussagen nennt man
auch Kontradiktionen ; ihre Falschheiist inharent, d. h., siewohnt ihnen inne und hangt
nicht von den Wahrheitswerten der darin enthalteen elementaren Aussagen ab

Erflullbarkeits - Die Frage der Erflllbarkeit aussagenlogischer Ausdriicke ist &ial allge-
problem der meineres Problem als man es angesichts seiner Schlichtheit vermuten
Aussagenlogik wirde. Das ergibt sich daraus, dass sich viele andere Probleme auf ein

. Erflllbarkeitsproblem der Aussagenlogik , auch SAT-Problem genannt, zurtickfihren
; lassen~ hat man dasErfullbarkeitsproblem geldst, hat man zugleich das Ursprungsproblem
WikipepiA gelost. Man ist dahersehr an Verfahren interessiert, die Erfullbarkeitsprobleme mit mog-
lichst wenig Aufwand lI6sen kénnen. Die Suche nach solchen Verfahren halt unvermindert

an; man vermutet jedoch,dass es kein Verfahren gibt, dabeliebige Erflillbarkeitsprobleme

entscheidendschneller 16sen kann als alle bisher bekanntevierfahren

Ursache des Dabei ist die Frage der Erfilllbarkeit aussagenlogischer Ausdricke

Problems Grunde ganz einfach mithilfe ihrer Wahrheitstafeln zu beantworten:
Ergibt sich in mindestens einer Zeilder Wahrheitstafel eines Ausdruck®Vahr alsseinWert,
ist er erfillbar, andernfalls nicht. Allerdings wachst die Gro3e der Wahrheitstafeln mit der
Anzahl der elementaren Aussagendie in den Ausdriicken vorkommen, exponentiell: Fim
elementare Aussagen hat einaVahrheitstafel 2" Zeilen. Fiir viele Problemstellungerdie
man als Erfullbarkeitsprobleme ausdriicken kannst die Zahl der elementaren Aussagen
aberso grof3, dass siclilie dazugehdrigen Wahrheitstafeln nicht mehwollstdndigaufschrei-
ben lassen schon weil die Zeit dafur nicht reicht.Nur wenn man viel Gliick hat, findet sich
eine Kombination von Wahr und Falsch die Wahr ergibt, schon am Anfang einer Tafel
sonst ist mandarauf angewiesen bestimmte Regelmafigkeiten im Ausdruck zu erkennen
und daraus Probierreihenfolgen abzuleiten, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit fri-
her zum Ziel fihren

allgemeingtiltige Das Gegenteil einer unerfullbaren Aussage, eirsdlgemeingtltige Aus-

Aussagen sage (in der Logik auchTautologie genannt), liegt vor, wenn eine Aus-
sage immer, also unter allen méglichen Zuordnungen von Wahrheitswerten zien elemen-
taren Aussagendie darin vorkommen wahr ist. So ist beispielsweis@™ -\ allgemeingtitig
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(sowohlWahr™ Falschals auchFalschi Wahr ergeben Wahr). Die Wahrheit ist allgemein-
gultigen Aussagenalso, genau wie die Falschheit unerfillbarennharent. Allgemeingultig-
keit kann man, genau wie die (Un)Erflllbarkeit, mithilfe einer Wahrheitstafel feststellen; die
Probleme sind allerdings ebenfalls dieselben.

Allgemeingliltigkeit
und semantische
Aquivalenz

Es sind Ubrigens zwei aussagenlogische AusdriicReund D genau dann
semanisch aquivalent(geschrieben al$) ¥ 9) und damit gegeneinander
austauschbar, wenn” 9 allgemeingiltig (eine Tautologie) ist.

Selbsttest: Uberpriifen Sie diese Behauptung anhand aller bisher angefiihrten semantischen
Aquivalenzen.

3.2.2 Logische Schlussfolgerung

@ea Hkceg c]jv ]hhcaiaej $qj okiep ]J]g_d "~ ea =g
bkni] han S@© pstdefprmade Grundlage dessen, was man umgangssprachlich mit

} @ o eop  k_d Insbksorelere nbchie mamaitkilfe pler Logik ausFakten den
Wahrheitsgehalt (oder-wert) von Behauptungen {Theser) ableiten kénnen und so ausbe-

stehendem Wissen neues Wissagewinnen. Dies geschieht mithilfe deisemantischen oder

logischen Schlussfolgerung ; sie erlaubtes aus der Wahrheitvon Aussagen auf die ande-

rer zu schlief3en.

Man koénnte nun versucht sein, digimateriale)implikation - (die ja auch materiale vs. logische

]ho }sajj  Wwidjs’ o.)miederiogisshienSchlussfolgerung Implikation

die ebenfallseine Form der Implikationdarstellt, gleichzusetzen. Tatséchlich legt eine Aus-

olJ]ca sea }saj]j ao s]ni eop( "Nej ginslesondere qdaj ~ a

dann, wenn mannochdie Awo] ca }ao eop sJedoéhistirdderjSprachee i i p *
der Aussagenlogik mit den beiden obigen Aussagen ganicht gesagt, ob es warm ist oder

ob die Implkation gilt = beide Aussagenkodnnten ja (wie jede Aussagedie keine Tautologie

ist) auch falsch seinwobei sich letzteres daraus ergibt, dass es zwar warm ist, ich aber nicht
drauf3en birt vgl. die Wahrheitstafel von  in Abschnitt 3.1). Eine Aussagéninzuschreiben

hei3t noch nicht, dass sie wahr istDas istganz so wie bei Gericht.

Nun kannman aus nichts nichts schlussfolgern und so miissen am Anfang | Axiome |
Fakten stehen, also Aussagen, deren Wahrheghtweder feststeht oder vorausgesetzt wird.

Ok gujjpa ei k~"ecaj >Saleadd eabp } aonieop$stan ") &kn a
den!) Fakt sein. Hie unbedingt wahre aussagenlogische, elementare oder zusammenge-

setzte Aussage nennt manAxiom ; ihre Wahrheit mussentweder in ihr selbst liegen (die

Aussage mussllgemeingtiltig oder eine Tautologie sein; s.0.) oder extern begriindet wer-

den (z.B. mit Fakten oder GesetzméaRigkeiten der Domé&ne, tiber die man Aussagen machen
mdchte und in der man die Gesetze der Logik anwenden willDabei unterliegt die Festle-

gung der Axiome einer gewissen Freihett so gibt es beispielsweise verschiedenkonkur-

rierende Axiomatisierungen der Mengenlehre. Allerdings sollte die Menge der Axiome so

gewadhlt sein, dass mammithilfe der Schlussfolgerung alle Fragen beantworten kann, die fur
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eine gegebene Aufgabenstellung von Bedeutung sindudem muss sie in sickviderspruchs-

frei sein, da sich sonsbeliebiges] qo edn o _ d h geg cobhtladictoaenspquithré o op $}
quodlibet” %*

Schlussfolgerungs - Hat man eine Menge vonAxiomen, dann kann manmithilfe von Schluss-

regeln folgerungs regel n (auchSchluss- oder Ableitungsregel n genannt)von
weiteren elementaren oder zusammengesetzten Aussagen festdezl, dass sie wahr sein
missen.Eine Schlussfolgerungsregel besteltabei aus einer Anzahl von Aissagen, die die
Voraussetzungder Schlussfolgerung sind und die auctPramissen genannt werden, und
einer Aussage, die das Gefolgerte darstellt und die audkonklusion genannt wird. Zwei
einfache Schlussfolgerungsregel sind beispielsweise

0" D .
9 q)

wobei hier jeweils die Pramisse Uber dem Strich und dkonklusion unter dem Strich steht
und 7 und D als Platzhalter, odeiMetavariablen fur beliebige Aussagen stehenDie Platz-
halter machen den Schemacharakter der Regeln deutlich: Bei ihrer Anwendung auf einen

konkreten Fall werden sie durch konkrete Aussagen ersetZ. a j | ] hok ~aeol eahos:
eop Slrei_d ~ej "nlqgaaj” cehp( "]Jjeom]sgliniljrvep
e _d "Nej * n ] Digbeigenh Rdgeinmsindadadurthogisch gerechtfertigt, dass in

der Wahrheitstafel von da, wo flr 7~ D Wahr steht, auch fir n bzw. D Wahr steht (dass
also wenn n~ D wahr sein sol] auch ) bzw. 5 wahr sein nmuss:

o ! n" D
= = =
r r r
[ \AL [
T vV T
AAL | — | —
\'A'A Ll LIl
W W W

Die Wahrheitstafel wird hier also gewissermal3en rickwarts gelesen (es wird vom Ergebnis
auf die Operanden geschlossen).

Ubrigens: Die Wahl der Notation fur dieSchlussfolgerungsregeln machtig Unterscheidung
zwischen Objektsprache (Aussagenlogik) undMetasprache (Schlussfolgerungsregelauch
auf dem Papier deutlich:Die gezielte Nutzung der zweiten Dimension deutet an, dass mit
der Schlussfolgerungsregel etwas tber die Aussagenlogik ausgesagtd, was nicht in einer
Ebene mitden Aussagen, die in der Sprache der Aussagenlogik formuliert sind, stelias
ist bei alternativen, linearen (einzeiligen) Schreibweisen (die beispielsweise»oder «U»
anstelle des Schlussfolgerungsstrichs verwenden) nicht so offensichtlich.

|Modus ponen s | Die wohl bekanntesteSchlussfolgerungsregel hat die Form

1 9. 9
D
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Sie wird Modus ponens genannt und besagt, dass wennq wahr und auchn_, 5 wahr
ist, dass dannD folgt, also ebenfallswahr sein muss2® Mit der Anwendung des Modus
ponens wird alsoder Zusammenhang vollzogen, demit f, D auf der objektsprachlichen
Ebene behauptet und durch die vorausgesetzte Wahrheit dieser Implikatiofestgestellt
wurde.Sajj ] hok "aeol e a leioAxoom stédas}Gagented algo gas rfichti ~
ej >apn] dp cavkcaj san aj i goo% qgqj  leimajj ao
Axiom ist(man also die Mdglichkeit, dass die Implikation nicht wahr ist, auskliel3en kann),

1 agliji i] ] bkhcanj ( ngr wabhr s¢irgkantt Di¢seergillt siche | "n] q.

unmittelbar aus der Wahrheitstafel von : Wenn man die Zeilen, in denen fiim oder fir
0. D Falschsteht, streicht, dann bleibt nur noch eine Zeile, nd in der steht fir ® Wahr:

qn D q. O
| [ \AL

T T vV

| AL \AL

T vV vV
AL [ |
vV T T

W W W

Wenn man hingegen - zum Axiom erhebt (also festlegt, das$) den Wert Falschhat),
missenanstelle der ersten beiderdie letzten beiden Zeilen gestrichemverden, so dass sich
fur den Wert von D nichts ableiten lasst= er kann Wahr oder Falschsein. Man sieht also,
dass die Wahrheitstafel von , der materialen Implikation,genau die Schlussfolgerungen
erlaubt, die man erwarten wirde (vgl. Abschnitt3.1). Dabei gilt der Modus ponens ge-
nauso, wenn man darinf, 9 durch -~ D ersetzt.

Wahrend aus der Wahrheit von-n und von ), 9 die Wahrheit von -5 | Modus tollens |
zu folgern ein Trugschlussst (dies gilt nur fur - und " D), ist der sog.Modus tollens
sehr wohl ene gultige Schlussfolgerungregel

T
-

wie man sich anhand einer weiteren Betrachtung der Wahrheitstafel von (berzeugen

kann. So kann man beispielsweise audem Wissen} wenn die Sonne scheint und es warm
ist, dann ist Sommel’  q jes isthicht Sommei" © ] o S eesistai¢ght warm oder die

Smnescheintf e _dp” o_dhgoobkhcanij

Oah”"oppaop6 >apn] _dpaj Oea "ea "“~ae aj =qoo]caj

Aooec vaqi O] h] p " dleich@&aitig wwahr jseinmden sind sieewidersprichlich?
Was konnen Siedaraus ableiten, wenn Sie sie als Axiome auffassen?

20 Man beachte, dass hier die metasprachliche Konjutikn implizit ist = ihr Zeichen ist der Abstand
zwischenfund n, DO.
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Schlussfolgerung s- Die Méachtigkeit der logischen Schlussfolgerung beruht darauf, dass man
ketten als abgeleitete wahre Aussagen wie Axiome als Pramissen fiir weitere
Zeichenspiel

Schlus$olgerungen verwenden darfund so Schlussfolgerungsketten
bilden kann. Dies wirdim folgenden Beispiel, in Form eines Zeichenspiels auf Papier ausge-
fuhrt, ausgenutzt. Nehmen Sie dazu

Yy }ao eop s]lnir”
© }e_d ~ej " nlaq
® }e_d duna " ]o
V }e_d d]”*a >an

als elementare Aussagen sowie

WY, © }wenneswarm ist, bin ich drauZer
©, -0 }wennich drauf3en bin, hore ich das Telefopn e _ d p ~
V. e }wennich Bereitschaftsdiensthabed tna e _d
U] } es ist warni
alsAxiome an Essollalsas.a.wy$} ao eop s]lni” " % s]dn oaej ( ] "™an

der atomaren Aussager®, & und V ist zumindest direkt nichts gesagt.Aus den Axiomen

lasstsich aber der Reihe nach die Wahrheitvor®(} e _d " e %oiffleqédajdiuna "] o
Telefon nicht™) und -V (} ich habe keinen Bereitschaftsdienst) wie folgt per Zeichenspiel
schlussfolgern$ s k * a e d'e a naevanfianddés Modusl kj aj o qj " é &1 Pj%)
wendung des Modus tollens kennzeichnet)

Es sind alse@rwiesenermalRen® wahr sowie ® und V falsch

Ableitung wahrer Lasst man das Axiomp weg, kann aus den tbrigen Axiomenmmer noch
Zusammengesetzter die Wahrheitvony, -6,8, -Vundy, -V geschlossenwerdenDies
Aussagen

folgt aus der semantischenAquivalenzvon f), 9 und -©_, -n sowie
der mehrmaligen Anwendung derKettenschlussregel

Die abgeleiteten Implikationen sagen zwar nichts Uber den Wahrheitsgehalt der elementa-
ren Aussagen aus, stellen abatennoch einen Erkenntnisgewinn darWenn Sienun finden,
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dass an dergewonnenen Implikation} s aj j ao s]ni eop( d] *a
diej o . -V)inhaltlich etwas nicht stimmen kann(durch Herstellung eines Realitatsbe-
zuges) dann bedeutet diesnicht, dass Siedie Zeichenspied der Logik anzweifelnsollten,
sonderndass Sie die Axioménhaltlich infrage stellenmuissen Das ist kein Tahbruch, son-
dern gute wissenschaftliche Praxis Axiome kdnnen auch mal falsch sein (dann aber hof-
fentlich nur irrtimlich).

Selbsttest: Eine Schlussfolgerungsregel mit Pramissg® £, und Konklusion D ist genau
dann logisch gerechtfertigt, wenn 5,” * = £, 9 allgemeinglltig, oder eine Tautologie,

ist. Uberpriifen Sie diese Behauptung anhand der obigen Schlussfolgerungsregeln.

3.2.3 Boolesche Algebra

Im Zusammenhang mit der Digitalisierung taucht héaufig der nach dem englischen Mathe
matiker George Boolebenannte Begriff derbooleschen Algebra auf, wenn es um Wahr

e

-l

a_

_a.

N

d

und Falschsowie Und, Oder und Nicht geht. Dabei handelt es sich um eine mathematischeWikipepiA

Struktur, die von der Aussagenlogikund der Mengenlehre abstrahiert. Dazu fihrt sie das
sog. Null - und dasEinselement ein, die anstelle des Wahrheitswert&alschund der leeren
Menge bzw. des WahrheitswertsWahr und des Universums stehenund ersetzt die logi-
schen OperatorenUnd, Oder und Nicht sowie die MengenoperatorenDurchschnitt, Verei-
nigung und Komplementjeweilsdurch abstrakte Operationen deren Bedeutung durch eine
Reihe von Axiomen festgelegist. Dabei gelten flr eine boolesche Algebra mit nur zwei
Werten, dem Null und dem Einselement, die Wahrheitstafeln von Abschni®.1 entspre-
chend. Dermal3en von eier konkreten Bedeutung befreit lassen sich die Gesetze der boo-
leschen Algebra auch auf andere Bereiche Ubertragen, wobei im Kontext der Digitalisierung
vor allem dieSchaltalgebra(s. Abschnitt11.1 in Kurseinheit2) eine wichtige Rolle spielt

Mit der Darstellung des Null und Einselements durch die beiden Ziffern Rechnen mit
des Dualsystems «0» und «1», lassen sich die bielen Additionstabellen boolescher Algebra

aus Abschnitt2.4.1 alsboolesche Ausdrickedarstelen: Wenn™ , eine Ziffer des ersten Sum-
manden und” , eine Ziffer des zweiten Summanden an gleicher Stelle sowiedie Ziffer der
Summe und Udie des erhaltenen Ubertrags an der Stelle darstellt, so gilt fiir eine Addition
ohne Beriicksichtigung eines vorliegenden Ubertrags aus einer vorausgegangenen Addition
(also fir die erste Tabelle, den sod-albaddierer )

—=_|(..1—. ,.2) |

U=, 75

(wobei ich hier fur die booleschen Operatoren die in der Logik verwendeten Zeichen ver-
wendet habe; s. Abschnitt3.1). Wer das nicht glaubt,der moge bitte die Wahrheitstafeln
fur die beiden obigen Ausdriicke aufstellen und neben die erste Talle aus Abschnitt2.4.1
legen. Man beachte jedoch, wie durch diese Darstellung die Bedeutung der Zeichen ver-

wischt: Stehen™ ;,” ,,” und U (bzw. «0» und «1») fiir Wahrheitswerte oder Ziffern einer

g
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Zahl? Dieser Vdust an Eindeutigkeit und waser bedeutet wird in Kapitel 10 wieder aufge-
griffen.

Selbsttest: Formulieren Sie die zweite der Additionstabelleaus Abschnitt2.4.1, den sog.
Volladdierer , mithilfe von booleschen Ausdriicken.

Die Addition lasst sich also wie eine logische Verknipfung als boolescher Ausdruck darstel-
len. Fir die Praxis bedeutet dies, dass man fir die Addition von Zahlen und die logische
Verknlipfung von Aussagen keine verschiedenen Regeln fir Zeichenspiele brauehtes
reichen die der booleschen Algebra. Voraussetzung ist allerdings, dass man fur Ziffern und
Wabhrheitswerte dieselben Zeichen verwendet.

Selbsttest:Uberlegen Sie sich, wie Simithilfe boolescher Ausdriicke die sieben _a_

Segmente einerSiebensegmentanzeigé | a~aj opadaj i ep }fI] "Ib "Neo }c”

net) so ansteuern kénnen, dass sie eine Stelle einer binar codierten Dezimalzabl' g |c

(s. Abschnitt2.6.2) anzeigt. Wie codieren Sie An (leuchtend) und Aus (dunkel)? d

3.3 Andere Logiken

Die Aussagenlogik ist eine sehr einfache Logik. Entsprechemahstandlichist es, komplexee
Sachverhalte in ihr auszudriicken. Obwoldie grundsatzlicheBeschréankung der Aussagen-
logik eher theoretischer Natur ist(es lasst sich das meiste, was man in Bezug auf die reale
Welt aussagen mdchte, in Aussagenlogik ausdrickenyerden ihr in der Praxis haufig an-
dere Logiken vorgezogen.

3.3.1 Mehrwertige L ogik

Ej "an gh]l]ooeo_daj Hkceg cehp ~an Cnqgj o]opyv
"]l pgn” %6 Aeja =qoo]ca eop aj psa an softdals k  an
nicht aus.
Unbekannt als Zum einen muss marregelmafigin der Lage sein, mitunsicherer Infor-
Wahrheitswert mation umzugehen: Ob eine Aussage wahr oder falsch ist kann schlicht

unbekannt sein. Gleichwohl kann man in solchen Situationen immer noch Aussagen treffen,
z. B. wenn der Wahrheitswert einer elementaren Aussage irrelevant fir den Wahrheitswert
einer zusammengestzten Aussage ist. So isgy™ © Wahr, wenn y Wabhr ist, auch wenn der
Wahrheitswert von © unbekannt ist. Der Wahrheitswert vony~™ 6 ist hingegen selbst un-
bekannt, wenn der vonyWabhr und der von © unbekannt ist. Unbekanntkann man also als
einen dritten Wahrheitswert auffassen und alle Wahrheitstafeln entsprechendrweitern
(wobei «?» fur Unbekannt stehe):

r k
b]
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Operanden| Ergebnisse der Operatione

9 9| 979 | 979 | A

.\).\).\)-n-n-nééé

VVVSSSTmm
OV ETMmVvETVvET
WY YESE T M T
VMEVEZEZZEZVET

Solchedreiwertige Logiken sind fur die Digitalisierungspraxis sehr wichtig: Sie kommen
beispielsweise irDatenbanksystemen(s. Kapitel30) zum Einsatz (woUnbekannt nicht nur
Wahrheitswert, sondern auch Zahl, Text usw. sein kann), die ohne die Méglichkeit, Unwis-
senheit abzubilden, schlicht unbrauchbar waren.

DesWeiteren ist die Welt nichtschwarzweil. Selbst wenn man Subjekti- | Fuzzylogik |
vitat aul3en vor lasst, ist der Wahrheitswert einer Agsage} Ao eop sl ni *" "Nae aej
ratur von 15°C nicht eindeutigWahroderFalscH okh]jca }s]ni ™ je_dp o0 _

Angabe einer Grenztemperatur) definiert istin solchen Fallen kann es hilfreich seirie
Alternative von Wahr und Falsch durch ein Kontinuum von (unendlich vielen) Wahrheits- =
werten zu ersetzen.So wird bei der sog. Fuzzylogik Wahr durch die Zahl1 und Falsch ;
durch die ZahlO représentiertsowie alle Wahrheitswerte dazwischen durch Werte aus denWikireniA
Intervall (0, 1). Wahrheit wird dadurch relativ. BEne Aussage kannwahrer sdn als eine an-

dere. AuRerdem konnen, wegen der Unendlichkeit des Wertevorrats Operationen auf
Wabhrheitswerten (vie™ ,” oder -) nicht mehr durch Tabellen definiert werden- stattdes-

sen kommen mathematische Operatoren (wie das Minimum zweier Werte flr oder das
Maximum fir™ ) zum Einsatzl ] j "~a] _dpa( “~]J]oo }qjo_d]lnba”™ $bqg
Wahrscheinlichkeiten strikt abzugrenzen sind; so haben auch die Axiome défahrschein-
lichkeitstheorie keine Bedeutung fur die Fuzzylogik. Dennoch werden Wahrscheinlichkeits-

theorie und Fuzzylogikmanchmal (auch im Kontext der sog kiinstlichen Intelligenz s. Ab-

schnitt 3.4) als Alternativenzueinanderangesehen; eine solche Sichtweise zeugt jedoch von

einer nur oberflachlichen Betrachtung der Problemstellung

Systeme, die auf Fuzzylogik basieren, insbesondere die séaizzy controller gehéren zu-
sammen mit den sog.neuronalen Netzenin die Gruppe der sog.universellen Approximato-
ren: Beide sind in der Lage, beliebige Funktionen beliebig genau anzunéherallerdings
sind FuzzySysteme (zumindest traditionelle) regelbasiert, weswegen ihre Entscheidungen
logisch nachvollziehbar sind. Dies ist flr neuronale Netze, die angelernt und nicht program-
miert werden, in der Regel nicht der Fall.


https://de.wikipedia.org/wiki/Fuzzylogik
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3.3.2 Pradikatenlogik

Die Geschichte der Logik ist unauflésbar mit der Betrachtungattrlicher Spracheund ihrer

Verwendung im (philosophischen) Diskurs verbunden. Zumindest den européischen Spra-

chen ist debei gemein, dass die allermeisten einfachen Satze dieselbe einfache Struktur auf-

weisen: EinPradilat trifft eine Aussage Uber einoder mehrere Objekte. Aussagen, die auch

in der Pradikatenlogik (wie in der Aussagenlogif wahr oder falsch sein kdnnen, haben

also selbst eine Struktures sind ausdrucklichAussagen tber Objekte. Der Inhalt des Satzes

} Okgn] passh"e@mpsllajsen” “aij] _d "~ gnXmgxKknge-$aej opa
wendet auf das Objekt” 3 B k idargektellt:XXp x K(b 3 B k 2k p K

Da es der Objekte viele (sogar unendlich viele!) geben und sonaitif dem Paper schlecht
jedes Pradikat auf jedes Objekt angewendet werden kann, erlaubt die Prédikatenlogik
Schreibweisen flr unendlichekonjunktionen und Disjunktionen Die (nicht atomare) Aus-

olJ]ca }=hha |l ajo_daj oej opan”~he_d*" aps] sen’
| “XOKp XK K®). KK pKE&EFb I
notiert, was] h o} BxAil: wgnimhMensch ist, dannistxopan”~he d* " cahaoaj

einer Welt mit nur drei Objekten” 3 B k ek KK 8 sund Oyp K XK3 ' pntsprdChe dies
der Konjunktion

KR XKb3 DK hxk KKpkbB3HK PrpK
T OKp kK& AT KBX Kk pk BHIFFK B X
T OKp X K@yp k K3 )R xKakKp K @K BK3 )R K

In einer Welt mit unendlich vielen Objektenentspréache eseiner unendichen Konjunktion

(die man naturlich nichtexplizitaufschreiben kann) Entsprechendes gilt fir die Disjunktion,

wobei hiefZix:* $cahaoaj ] hox(} @ddAnat § op & deliepodavsjtiti. | | ~ e a
Man nennt™ undi auch Quantoren und x eine durch einen Quantorgebundene (oder
guantifizierte) Variable

21 pie Schreibweise erinnert an die der mathematischeRunktionsanwendungr (k) und tatséchlich
kann man ein (einstelliges) Pradikat auch als eine (einstellige) Funktion auffassen, die ihr Argument,
ein Objekt, auf einen Wahrheitswert abbildet. Allerdings unterscheidet die Pradikatenlogik Pradikate
von Funktionen letztere werden zwar ebenfalls auf Ofekte angewendet, bleiben aber stetsuninter-
pretiert (ihre Anwendung ordnet in der Pradikatenlogik Objekten also keinen Wert auch keinen
Wabhrheitswert - zu). S. dazu auch Abschniti9.3 in Kurseinheit3.
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Wie man schon an den Beispielen leicht erkennt, ist Pradikatenlogausdrucksstéarkerals
Aussagenlogik. Diese Ausdrucksstarke hat jedoch auch ihren Preis: Genau wie in naturlict
Sprache ist es damit moglich, Paradoxien wie die vom lligendefreter Epimenides$ Epi- ;
menides der Kreter sagte: Alle Kreter sind Lugnér.@uszudricken, wenn man namlich zu- WikipepiA
lasst, dass Aussagen (Pradikate) auch tber Aussagen (Pradikate) gemacht wekdgmen.

In dersog. Pradikatenlogik erster Stufeverbietet man dies daherTrotz dieser Einschrankung (
musge man erkennen dassin der Pradikatenlogik ester Stufe Aussagen formuliert werden ;
konnen, deren Giiltigkeit oder Erfullbarkeitsich nichtdurch die Anwendung vonSchlussfol- WikipEpiA
gerungsregelnableiten lasst(die mangelndeEntscheidbarkeitder Pradikatenl@ik). Deswe-

gen verwendet man zum Schlussfolgern gernoch weiter eingeschrankte Formen der Pra-
dikatenlogik, so etwamonadische Pradikatenlogiloder Beschreibungslogik K

e

WIKIPEDIA

3.4 Kiunstliche Intelligenz

Anders als das automatische Rechnen verspricht das automatische Schlussfolgern, also das
Ableiten von neuem Wissenim Sinneallgemeingultiger Aussagehaus vorhandenem Wis-

sen (Abschnitt3.2.2), Computer kinstlich intelligent zu machen. Allerdings hat sich
schnell herausgestellt, dass das blof3e Schlussfolgern so wenig zielgerichtet ist, dass nur
hdchst selten, und dann auch eher nur zuféllig, etwas Sinnvolles dabei herauskomng (
nach Axiomensatzkann esunendlich vieleableitbare Aussagengeben, aber die wenigsten
davon sind nutzlich oder auch nur interessant). Gerade wenn digchlusfolgerungsketten

lang sind liegt die Herausforderung darin, zielgerichtet vorzugehen, was voraussetzt, dass
man das Ziel, also was man schlussfolgern mochte, zumindest ungefaleil3. Das ist auch

bei menschlichen Intelligenzleistungen nichtigl anders.

Etwas vielversprechender erscheint daher der Versuch, von bestimmten | Theorembeweiser |
Aussagenautomatisch festzustellen, ob sie sich aus vorhandenem Wissen ableiten lassen.

Sog. Theorembewaser, die z. B. in der Mathematik eingesetzt werden, kdnnen Menschen
mittlerweile dabei helfen, solche Schlussfolgerungsketten zu finden; der vollstandig auto-
matische Beweis gelingt aber noch eher selten.

A year spent in artifical intelligence is enough to make one believe in God.

=h]]j Flu Lanheo $& -* =lneh -5..

Die kinstlich intelligenten Systeme, die heute von sich reden machen (wiek.IBM Watson) ;
funktionieren daher anders. Sie versuchen, einen mdglichst grof3en Korpus von besteheWikirepiA
dem nitzlichem Wissen zusammenzutragen und auf dieser Basis mit eher wenig lhggnz

Fragen zu beantworten. Ein gutes Beispiel hierfivar noch bis vor kurzemdas Schachspiel:

Ein konkurrenzfahiger Schachcomputer kennt sehr viele gespielte Schachpartien waeiif3,

wie sie ausgegangen sind. Er kann daher viele Stellungen daraufhin beurteilen, ob sie in der


https://de.wikipedia.org/wiki/Gödelscher_Unvollständigkeitssatz
https://de.wikipedia.org/wiki/Paradoxon_des_Epimenides
https://de.wikipedia.org/wiki/Beschreibungslogik
https://de.wikipedia.org/wiki/Watson_(Künstliche_Intelligenz)
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Vergangenheit zu Sieg oder Niederlage gefiihrt haben, und kann damit bei jedem anste-
henden Zug die mdglichen Alternativen beverten. Eist in den Endspielen, wenn numoch
sehrwenige Figuren auf dem Feld stehen, kdnnen Spiele bis zum Enpldurchgerechnet’,
also alle mdglichen Folgen von Spielziigen untersuchhd so die gefunden werden, die zu
einem Sieg fuhren. Fueinen menschlichen Beobachtedes Spiels mag diese Leistungahn-
sinnig intelligent erscheinen,doch handelt es sich tatsachlicmur um das Ergebnis einer
zwar sehr umfassenden, jedocktumpfen statistischenAnalysebzw., beim Endspiel, um das
Ergebnis einer erschopfenden Suche

Statistik statt Viele andere intelligenterscheinendelLeistungen von Computern wie

Intelligenz etwa die Spracherkennungoder die automatische Ubersetzung natiir-
lichsprachlicher Textgbasieren heute auf der statistischen Analyse gro3&tengenvon Fall-
beispielen wobei dieseMengen genau den Ausschnitt der Welt abbilden, in dem der Com-
puter intelligent erscheinen soll. Dabei sind die Leistungen in der Regel umso besser, je
enger der Kontext eingeschrankt werden kann. So lasst sich beispielsweise eine Bedienungs-
anleitung fiir einen Fotoappaat leichter automatisch Ubersetzen als ein Stuck Weltliteratur,
die beim Lesen und somit auch beim Ubersetzeeine breite Bildung sowieallgemeine Le-
benserfahrung voraussetzg?

uniiberwachtes Fur Spiele wie das Schachspiel oder Go kate kiirzlich demonstriert wer-

Lernen als Idealfall den, dass selbstlernende Verfahren deutlich effektivesein kénnen (so-
wohl was den getriebenen Aufwand als auch was das Ergebnéngeht) als solche, die auf
der Analyse einer grof3en Mengeealer Fallbeispieldasieren. Dabei wid allerdings ausge-
nutzt, dass die Domane (das Spiel) durch eindrekannten Satz von Regeln vollstandig be-
schrieben ist und sich das ErgebniSieg oder Niederlagohne Hilfe von auf3en feststellen

Link lasst. So kbnnen Computer gegen sich selbst spielen und loigi lernen, ohne jemals einen

Abgleich mit der AuRenwelt vornehmen zu missenDiese Bedingungen sind jedoch jenseits

@ der Welt von Spielen kaum anzutreffen und insofern istumindest nicht offensthtlich, wel-
che Bedeutungein Fortschrittbeim Spielenfirr allgemeinere Fragestellungen der kiinstlichen
Intelligenz hat.

Verkauf kunstlich Dass die Leistungen deKinstlichen Intelligenz noch recht beschrankt
kunstliche r sind (Stand 20B), erkennt man auch daran, dass man im Internet fir
Intelligenz Aufgaben, deren Erledigung Intelligenz erfordert,Menschen buchen
kann, die sichder Aufgaben annehmert @e aoan $j] _d = ai anopaj } O_

ebenfalls nicht kinstlich war erstaunlich diskriminieend anmutend) auch Mechanical turk

genannte Dienstist offenbar derzeit noch kosteneffektiver als ein ComputerAuch gibt es

Uberlegungen, Problemederen Losung Intelligenz erfadert, in Computerspiele zu verpa-

cken und so das menschliche Problemlésungspotential fiir andere Zwecke als die Unterhal-

tung zu nutzen (Gamification; s. dazu auchKapitel 31 in Kurseinheit4). Die Verwendung

von Menschen als sogContent-l k= an] pknaj ej } o kohliefllidh&agmmtl apv s ang

22 Man mag daraus ableiten, dass Spezialisierung zumindest mittelfristig keine Beschaftigungsgaran-
tie ist, ndmlich wenn sichSpezialisteneinfacher durch kinstliche Intelligenz ersetzen lassen aB&e-
neralisten


https://www.nature.com/articles/nature24270
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einem Offenbarungseidvon Unternehmengleich, diesichansonstennur allzu gernmit ihrer
Vorreiterschaft inkunstlicher Intelligenz schmicken- wenn ein Schaden fir das Kernge-
schéaft droht, verdsst man sich doch lieber auflas menschliche Urtell

Seit ein paar Jahrerkann man einen Bedeutungswechsel des Begriffs L kunstliche Wesen
}gAjophe _da Ejpahhecajv® ~ak?] _dpéhjueddeslpripg -Tesklpy )
c a j fuher zumeist eineDisziplin (Teilgebiet der Informatik) gemeint, so ist heute immer

Gbpan rkj }Yaejan gAjophe _daj Ejpahhecajv”™ “~ea N
(also ein kinstliches Wesen) gemeint ist. Historisch misste eine solche kinstliche Intelligenz,

deren Idee schonreiner der Unéter der Informatik, Alan Turing in den Raum stellte, aller-

. . . _ P
dings den nach ihm benanntenTuring -Test bestehen, der verlangt, dass ein Menschn- -
hand einer Konversationper Tastatur und Bildschirm mitinem unbekannten Gegenlber WikipepiA
nicht zuverlassig sagen kann, obessichbgemCacaj A~an qi aej aj |l aj o_da

gAj ophe da Ej piaDaritevrdaderBégrifdderjinteligenz freilich auf den In-
halt zwischenmenschlicher Kommunikation reduziert, eine Definition, die auf ganz wesent-
liche Intelligenzleistungen des Menschen (wie etwa Erfindungen oder das Planen komplexer
Handlungen oder- nicht zuletzt = die Schaffung eines formalen Wahrheitsbegrifisnicht
zutrifft. Trotzdem hat der TuringTest als MaR fiir den Fortschritt in der Forschung zur kiinst-
lichen Intelligenz bis heute Bestand und wird in Form von Wettbewerben regelmafig durch-
gefuhrt.

4 Mehr Zeichen und Zeichenketten

Dass zweliverschiedeneZeichenausreichen, um Zahlen und Wahrheitswerte zu reprasentie-
ren, bedeutet nicht, dasswir Menschenuns so ausdriicken mochten~ nicht umsonst ver-
wenden wir das Dezimalsystem und schreiben Wahr und Falsch nicht al$» und «0».
AuRerdem sind Zahlen und Wahrheitswrte nicht der einzige Gegenstand der Digitalisie-
rung - Schriftzeichen also Buchstaben und Satzzeichernynd aus Schriftzeichenzusam-
mengesetzteTexte gehdren mindestengbenfalls dazu?4

4.1 Codierung von Zeichen

Anstatt nun den Zeichenvorrat, der in Zeichenspielen verarbeitet werden | Codierung und Code |
kann, entsprechend zu erweitern (was auf dem Papier kein Problem wére, aber bei der
technischen Umsetzung erheblichen Aufwandedeuten wirde), bedient man sich einer
eineindeutigen (d. h., umkehrbaren) Zuordnung der gewiinschten Zeicherf® zu Bitfolgen,

23 Bezeichnenderweise geht es dabei ausdrucklich nicht darum, ob das Gegeniiber den Wahrheits-
gehalt von Aussagen zu bestimmen in der Lage ist, also etwa die Gesetze der Logik anwenden kann.

24O_dnebpvae_daj daedafharacier Aj cheo_daj A~necajo }

25 Gemeint sind hier tatsachlich Zeichemicht Glyphen (vgl. Kapitell); Glyphen werden ebenfalls
als Folgen von Einsen und Nien codiert (s. Kapitel5), sind aber keine Zeichen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Turing-Test
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also Folgen von«1» und «0», die, der besseren dganglichkeit fir uns Menschen wegen,
in der Regel als eine Zuordnung von Zeichen zu Zahlen (ndmlich den Zahlen, die durch die
Folgen von «1» und «0» ebenfalls reprasentiert werden) dargestellt werdenEine solche
Zuordnung wird gemeinhinCodierung und die einem zu codierenden Zeichen zugeordnete
Bitfolge (ggf. als Zahlgeleser) Zeichencode oder auch nur Code genannt. Doch Achtung:
Man verwechsele diese Verwendungen der Worter Codierung und Code bitte nie miter-
schlisselungoder Chiffrierung = es handelt sichbei Codes nicht um Geheimcodes!
; Eine derbekanntesten Codierungenist mit dem American Standard Code for Informa-

WikipEDpIA tion Interchange (ASCIl) gegeben der 128 Zeichenden DezimalzahlenO«1 2gégentber-
stellt (eigentlich: siebenstelligen Dualzahlem bei ASCII handelt es sich um einen-Bit-
Code). Dabei entsprecherdie BuchstaberncA»««Z» den Dezimalahlen6 &9 Qund «a»««z»
9 41 2 Die Ziffern «<0»««9» des Dezimalsystems werden durch die Dezimalzahldn&5 7
codiert; dabei ist zwischen den dargestellten Zeichew0»««9» und den zur Darstellung des
Zeichenodes verwendeta Zeichen«0»««9» (bzw. «0» und «1» bei Darstellung des Zei-
chencodesals Bitfolge zu unterscheiden- erstere sind extern(keine Zeichen eines Zei-
chenspielsund missen zur Verarbeitunddurch Zeichenspielegodiert werden, letztere sind
intern und dienen der Codierung2®

druckbare und nicht Nicht alle von den 128 Zeichen des ASCII sind druckbam zlen nicht

druckbare Zeichen druckbaren zahlen ein Signalton (ASGCQode 7), der Riickschritt (ASGI
Code 8), der Tabulator (ASCHCode 9) sowie der Wagenricklauf (ASCHCode 1 3englisch
}?] nne]J]ca napgnj kB andahengderWNanje Nex Requrdjaste)end j ] j j p
der Zeilenvorschub(ASCHCode1 @ aj cheo _d } Hé Aradieseanxkchtdruck-aj 1 j j p
baren Zeichenerkennt man gut, woher der ASClIIrihrt; von der Ansteuerung elektrischer
Schrébmaschinen?’

IEscapeSequenzen | Auch wenn 128 Zeichen zunachst lppigbemessenerscheinen sind es
doch zu wenige, um alle Winsche zu erfillen. Um die Anzahl der Binarstell¢Bits)fur die

. Zeichencodierung nicht erhéhen zu misse(das achte Bit wurde urspriaglich als Prifziffer,
; das sog. Paritatshit verwendet), hat man sog. Escape-Sequenzen eingeflihrt. Dabei folgt
WikipEpiA auf ein Sonderzeichen das EscapeZeichen(daszu den nicht druckbaren d. h. glyphenlo-

sen, Zeichen zahlt ASCHCode 2 ¥ ein oder mehrere weitere Zeichen Lange der Folge nach

der FaneBedingungbestimmt; s. Abschnitt2.2), denen dadurch eine von ihrer eigentlichen

26 Aus der Notwendigkeit der Codierung und der Interpretation der Codes als Zahlen riihrt das Miss-
verstandnis, Computer kénnten nur Zahlen verarbeitem Computer kdnnen nur Folgen von «1»
und «0» verarbeiten, die als Zahlen oder eben auch als Zeichen intergiegt werden kdnnen. Fir
weitere Interpretationen s.u.

27 Streng genommen kénnen Wagenriicklauf und Zeilenvorschub zumindest auf einer Schreibma-
schine getrennt voneinander vorgenommen werden, auch wenn ein Wagenriicklauf ohne Zeilenvor-
schub bewirkt, dass diselbe Zeile erneut beschrieben wird. Es ist iibrigens ein groRes Argernis, dass
manche Betriebssystemeals Zeichen flr eine neue Zeile Carriage return + Line feed (also zwei Zei-
chen) verwenden und andere nur Line feed. Dies fuhrt immer wieder dazu, dass mehrzeilige Texte
$iep }dlnpaj ™ Vaehajqi”“nA_daj % ej jgn aejan Vaeha k°


https://de.wikipedia.org/wiki/American_Standard_Code_for_Information_Interchange
https://de.wikipedia.org/wiki/Paritätsbit
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Bedeutung abweichendezugeordnet wird. So steht beispielsweise die FolgeEscape»«M»
(im ASClldezimal2 7 )rfur einen umgekehrten Zeilenvorschub.

EscapeSequenzen gibt esin anderen Codierungenauch fir druckbare Escape-Sequenzen
Zeichen als Escap&eichen wird dann gern der Ruckstrich (Backslast) fur Sonderzeichen
(ASCHCode 92) verwendet. Sosieht beispielsweise das Drucksatzprogramm Teake Zei-
chenfolge «\»«"»«a» fir den Umlaut «&» vor. Ubrigens: Wenn das Escapeeichen ein
druckbares ist, es aber eine Escaggequenz einleitet, braucht man auch eine solche Se-
guenz, um es selbst zu druckenlm Fall von«\» als EscapéeZeichen wird dannhaufig «\»«\»
verwendet. Man vergleiche dies mit dem eingangs Kapitel geschilderten Dilemmades
Schreibendiber Zeichen mit Zeichen.

Im Folgenden werde ich Zeichenfigen zu ihrer Darstellung im Text in doppelte gerade An-
fuhrungszeichen setzten, also etwa "ab" fiir «a»«bx».DieseAnflhrungsstriche kann ich in
solchenZeichenfolgennaturgeman selbstnicht verwenden, ohneeinen EscapeMechanis-
mus zu bemuhen- Ublich ist hier die Verwendung eines Escapgeichen, also etwa 'a\" b"
flr die Zeichenfolge «a»«"»«b» Die im Microsoft-Umfeld stattdessenanzutreffende Kon-
vention, doppelte Anfihrungszeicheninnerhalb einer Zeichenfolgedoppelt anzufiihren,
also etwa" a" b" flr «a»«"»«b », ist dagegen etwas gewthnungsbediirftig

4.2 Zeichenketten

Eine zusammenhangende Folge von Zeichen, od&eichenfolge wird auch Zeichenkette
(engl. String ) genannt. Zeichenketten werden ublicherweise zur Darstellung (Codierung)
von Wodrtern, Satzen und ganze Texten verwendet; sie kbnnen aber auch der Steuerung
von Geraten (wie beispielsweise einem Drucker) dienen. Man kann Zeichenketten\Aerte
(wie Zahlen, Wahrheitswerte oder Zeichen) auffasseauf denen Zeichenspiele definiert sind
(Abschnitt 4.4), oder alsObjekte, die der Veranderung tber die Zeit unterliegen (Abschnitt
4.5). Diese Unterscheidung ist wichtig und den Unterschied nicht zu kennen immer wieder
Anlass zur Verwirrung.

Fur viele Problemstellungen ist egesentlich eine Zeichenkette, die einen Worter in
Text darstellt,in kleinere Einheiten wie Satze und Wérter unterteilen zu Zeichenketten
koénnen. Zu diesem Zweck werden bestimmte Zeichen der Zeichenkette (wie daerzeichen

oder auch Tabulator, Wagenricklaufund Zeilenvorschub zusammen manchmal al3Vhite
spacesbezeichne) als Trennzeichen betrachtetMan beache, dassauch nach einer solchen
Unterteilung die Worter eines Textes. Allg. immer noch alsZeicherketten codiert werden,

obwohl die Worter einer Sprache selbst aufzahlbar sind und man insofeffiir jedes Wort

aej aj aecaj aj } Sknp_ kes stjedochkfir diardirge jDargellung vpna * @
Texten (inkl. ihrer Verarbeitungwie beispielsweise in einem Textverarbeitungsprogramm

nicht sinnvoll. Etwas anderes ist es, wenn man den Woartern eine Bedeutung zuordnen
mochte, wie das beispielsweise fir dienterpretation von Texten (inkl. deren Ubersetzung)
notwendig ist.
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|Zeichenketten literale | Die schriftliche Darstellungeiner Zeichenketteals eine Zeichenfolge nennt
man auchLiteraloder, genauer, Zeichenkettenliteral (oder Stringliteral ). Um sie von an-
deren Werten und awch von Operatoren abzugrenzen, verwende Zeichenkettenliteralein
der Regel Anflihrungsstriche als Begrenzungszeiché&n 0.). Analog nennt man die Darstel-
lung einer Zahl als Zeichenfolge ein Zahlliteral; es unterscheidet sich von einem Zeichenket-
tenliteral in der Regel dadurch, dass es nicht in Begrenzungszeicheesgtzt wird.

4.3 Die Ladnge von Zeichencodes und von Zeichenketten

ASCII ist ein Code mit fester Steltdange (sieben Bit, wobei in der Praxis zumeist Erweite-
rungen auf acht Bit, ein Byte, verwendet werden)Eire Zeichenketteals eineFolge von Zei-
chen aus dem ASCiEeichensatz lasst sich somit als eine Folge von Ritsstellen,ohne dass
die Bitfolgen, die jewals ein Zeichen représentierendafiir voneinanderabgesetztwerden
mussten(vgl. dazu Abschnitt2.2 zu Zahlenfolgen)

Da die meisten nattrlichen Sprachen aber meluder andereZeichen haben, als es der ASCII
vorsieht (und da es insgesamt deutlich mehr Schriftzeichen gibt, als sich mit sieben oder
acht Bit darstellen lassen), werden heute andere Zeichensatze verwendet (mit aktuell bis
tber 130.000 verschiedenenZeicten im Unicode-Standard. Da man aber nicht jedes Zei-
chen mit 17 oder mehr Bits codieren mdchte, verwendet man kompaktere, kaskadierte Co-
dierungen, die fur die 128 Zeichen de ASCII mit acht Bit und fir viele anderen Zeichen mit
16 Bit auskommen. Dabei zeigt das achte Bit des ersten Byte an, ob das Zeichen mit acht
oder mit mindestens 16 Bit codiert wird (wobei eine Codierung mit 24 Bit dann in den
zweiten 8 Bit codiert ist) Da die Lange eineZeichenodes im Codeso selbst festgelegt ist,

ist auch hier klar, wo ein Zeicheraufhért und wo dasnéchste beginnt (sofern man nur die
Stelle des ersten Codes kennt)Die derzeit am haufigsten verwendete Codierung des
Unicode-Standardsnennt sich UTF8; da es aber auch andere Codierungen gibt, muss man
immer mit angeben, welche verwendéwurde (die Verwendung einer anderen Codierung
fuhrt zu einer anderen Darstellung derselbeZeichenkette).

Neben derLange der CodierungeinzelnerZeichenmuss auch die Lange voiZeichenketten
irgendwie festgehalten werden(genau wie bei Zahlen; s. AbschnitR.2). Sofern eine Zei-
chenkette alle Zeichen enthalten kann, kommt eine Langenfestlegung durch ein Endeder
Trennzeichen nicht in Betrach{da es ja Teider Zeichenkettesein und somit an beliebiger
Stelle stehen kanm)sie muss dann durch die Paarunder Zeichenkettemit ihrer Lange, einer
Zahl, erfolgen. Alternativ kann auchein Code dem kein Zeichen zugeordnet ist, zur Tren-
nung verwendet werden In der Praxis wird dafiigern 0 genommen; man spricht dann von
null -terminierten Zeichenketten
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Zeichenketten kénnen sehr lang werden, insbesondere, wenn sie Texte platzsparende
darstellen.Da in Texten nicht alle Zeichen glefichaufig vorkommen, ver- Codierungen
schwendenalle auf fester Stellenzahl basierendeZeichenodierungen (einschlie3lich Co-
dierungen mit variabler Bytezahlwie UTF8) Bits Zeichenodierungen mit variabler Stellen-

zahl sind da sparsamerda sie fur haufiggebrauchte Zeichen wenigerStellenverwendenals

fur selten gebrauchte. DafUrmiissen sie aber die.édnge der Darstellung einegden Zeichers

(der dafir verwendeten Bitfolge)zw. die Trennung zwischen zwei Zeicheabenfalls codie- -

ren. Der Morsecode der anstelle von«1» und «0» Kurz und Lang verwendet, braucht dafir ::w
die Pause(vergleichbar mit einem Leerzeichen) als Trennzeichen; eine Codierudge der WikipEpIA
FanoBedingung genliigt, ist ebenfalls denkbar(z. B. die Huffman-Codierung). In der Praxis
verwendet man jedoch aus verschiedenenGriunden lieber Zeichenodierungen mit fester .
Stellenzahl (wie ASClloder, als Kompromiss, Codierungemit variabler Bytezahl der (ver- ::w
bleibenden)Verschwendung wenn sie denn wehtut, begegnet mandurch Kompression(s. WikipepiA
Kapitel 7).

4.4  Operationen auf Zeichenketten

Genau wie Zahlen lassen sich also Zeichen und Zeichenketten als Folgen Einsen und
Nullen darstellen. Ob eine solch8itfolge als Zahl oder Zeichenkette (Text) interpretiert wird,
hangt zum einenvom Betrachterab und zum anderen davon, was man damit tut. Mit Zah-
len kann man rechnen; mit Zeichenketten kénnte man dies auch, aber das Ergebms
scheintwenig sinnvoll- was ergédbe keispielsweise die Addition von "Haus" und "arbei-
ten"?

Fir Zeichenketten gibt es ander®perationen die fur die Digitalisierung nicht weniger von
Bedeutung sind. Eine der einfachsten ist digerkettung (Aneinanderreihung oderKonka-
tenation ) von zwei Zeichenketten zu einer, die so lang ist e die beide anderenzusammen.

So wird aus "Haus! "arbeiten" (wobei__ hier fur die Verkettung steht) "Hausarbeiten".
Weitere Operationen sind das Einfligen eines Zeichensder einer Zeichenkette in eine an-
dere Zeichenkette an einer bestimmten Stelle, das Loschen von einem oder mehreren Zei-
chen ab einer Positioninnerhalb einer Zeichenketteoder die Bestimmung der Position des
Vorkommens eines Zeichens oder einer Zeichenkeinnerhalb einer anderen Zeichenkette.
Auch kann man Zeichenketten vergleichen: Zwei Zeichenketten sind gleickenn sie gleich

h]jc qj  edna Vae_daj opahhajsaeoa chae_d oej  *
Frage des Kontextes: je nach Aufgabenstellung kénnen hier verschiedene Definitioen
vgn =jsaj gjc gkiiaj* >ajupecp sen “an }Cnoaaj

tierung mehrerer Zeichenketten (beispielsweise der Eintrage in einem Telefonbuch).

Eine besondere Operation auf Zeichenketten ist die Umwandlung von ei- Zahlen als
ner als Zeichenkette vorliegendeezimalzahl in die binare Reprasenta- Zeichenketten
tion einer Zahl, mit der man nach den Regeln aus Abschnif.4 rechnen kann. Esvird nAm-

lich beispielsweisalie Zeichenfolge "10" im ASCHCode alsBitfolgenpaar0 1 1 0@ D10 00 0
(oderalsPaar vonDezimalzahlerd 91 8dargestellt zum Rechnen misste sie aber (bei einer

festen Zahlaldnge von achtBit) alsO 0 0 0 1ifd Dualsystemoder alsO 0 0 1 0iG BCOD


https://de.wikipedia.org/wiki/Morsezeichen
https://de.wikipedia.org/wiki/Huffman-Kodierung
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Format(s. Abschnitt 2.6.2) dargestellt werden. Um von der Darstellung als Zeichenfolge zur
Darstellung im BCBFormatzu gelangen, kann man zunachst von de€odierung der beiden
Zeichendurch die beiden DualzahlerD 0 1 1 QuAd0010 1 1 Ojéweild0 0 1 1 O(© PsQb-
trahieren und erhélt dann0 0 0 O Okxw. O O O O O; di® $tellen der ersten Dualzaher-
schiebt man dann umvier Stellen nach links (wobei dievier leeren Stellen rechs mit «0»
besetzt werden) und addiert das Ergebnis0(0 0 1 O @ud Hwveiten 0 0 0 0 0) ¢iBzQ, so
dass man wie gewilnschi0 0 0 1 0ébh@l0 Die Konvertierung einer Zeichenfolge, die eine
Zahl im Dezimalsystem darstellt, in eine gleichwertige Dualzahl dagegen aufwendiger;
trotzdem handelt es bei beiden Verfahren lediglich um Zeichenspiele.

Selbsttest:Konvertieren Sie naclobigem System die Darstellung der Dezimalzalll Zls Zei-
chenfolge "42" in eine BCDZahl.

4.5 Manipulation von Zeichenketten

Aneinanderhangenund Einfiigen von Zeichenketten kann man als Operationen auffassen,
die, analog zu den arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion etc. (Abschni.4),
zwei Werte entgegennehmen und einen dritten liefern. Genauso gut kann man sie aber
auch als Operationen auffassen, die, analog zu Inkrement und Dekrement (Abschriiti7),
den Inhalt einesBehalters oder ein Objekt, abandern: Die Zeichenkette andert sich gewis-
sermalenuber die Zeit, wie es beispielsweise bei einer Textverarbeitung geschieht. Da sich
bei solchen Operationen jedoch die Lange der Zeichenkette &ndert, mussUl. (je nach Or-
ganisation) beim Spiel mit den Zeichereiniges auf demPapierverschoben (ausradiertind
neu geschrieben) werdendies umso mehr, wenn der Platz im Behdlter nicht ausreicht, um
einelangere Zeichenkette aufzunehmenMit der platz- und zeitsparendenUmsetzung von
Operationen auf und Manipulation von Zeichenketten, wie auch der Suche in denket-
ten, haben sich schon Generationen voRrogrammierernausgiebigbefasst.

5 Grafiken und Bilder

«1» und «0» koénnen nicht nur fir Eins und Null stehen, sondern auch fuSchwarz und
Weil3 oder Hell und Dunkel(oder umgekehrt). Die Zeichenfolge "1010101110111010101"
etwa entspricht bei sdch einer Interpretation z. B. dem Streifen

I A BN B EBEB I

wenn man jedem Zeichen der Folgein Quadrat zuordnet und die Quadrate nebeneinander
anordnet.

Wenn man einen Streifen wie den obigenn gleichen Abstandenumbricht, entsteht einin
Zeilen und Spaltengegliedertes Rechteck. DieKastchen die die Flache dieses Rechtecks
bilden und die schwarz oder weild sein kdnnen, sind dann die Punkte, oder Elemente, einer
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gerasterten Grafik oder eines gerasterten BildeSie werdenenglischPFicture elementsoder
kurz Pixelssowie deutschPixel genannt. So entsteht beispielsweise aus der@0 Pixel um-
fassendenStreifen

durch Umbruch nach jedem achten Pixelasacht Pixel breite und zehn Pixel hoh&echteck

Solche gerasterterGrafiken oder Bilder wegen ihrer Darstellungals umgebrochene Bitfol-
gen auchBitmaps genannt, werden u. a. (und wie das obige Beispiel nahelegt)erwendet,
um codierte Schriftzeichen (Kapitedt) in Form vonGlyphenauf einem (ebenfalls gerasterten)
Papier oderBildschirmdarzustellen Dazu wird, im einfachsten Fall, jede Glyphe als ein Tripel
bestehend ausHohe, Breiteund Muster codiert, wobei Héhe und Breiteals (bindr codierte)
ganze Zahlen unddas Muster als eine Bitfolge entsprechend dem obigen Streifen in einer
Tabelle hinterlegtwerden.?8 Die Darstellung einesiurch einen Code bestimmtenZeichens
an einer bestimmten Positiorder Anzeige(wiederum bestimmt durch Spalte undZeile, oder
x- und y-Koordinate) erfolgt dann, indem zunachst tber den Zeichencode die Codierung
der Glypheals Bitfolgein der Tabellenachgeschlagen und danndie Bitfolge an die gege-
bene Position kopiert wird Das dabei zu I6sende Problem ist, dass die Stellen auf dévas-
gabemedium @latt Papier oder Bildschirh die das Bitmuster der Glyphe aufnehmen sollen,
anders als die der Glypheselbstnicht alle nebeneinander liegenso dass die Glyphe ab-
schnittsweisein Zeilen des Mediums kopiert werden muss. Dieséfopiervorgang der auch
fir andere Aufgaben benétigt und der auchBit Block Image Transfegenannt wird, ist eines
der am haufigstenvon einem Computerdurchgefiihrten Zeichenpiele. Man beachte, dass
ergl] qi aps]o iep Na_djaj vq pgj dghgeitkegtjvas "~ e a
unglickliche Verkirzung ist).

Auf vielen Ausgabemedienkénnen Pixel nicht nur schwarz oder weil3 graue und farbige
sein, sondern auch grau oder farbig. Ein Bildpunkt wirdann nicht durch Pixel
ein Bit reprasentiert, sondern durch eine Bitfolge, digie Erscheinung des Bildpunktes be-

stimmt. Gangige Codierungen verwenden 8 Bit fir 256 Grauwerte oder 24 Bit fir
16.777.216 Farben, gewohnlich in Rot, Griin- und Blauwerte (RGB) a 8 Bit aufgeteiltivobei

ein Pixel dann aus drei unterschiedlich farbigen Punkten besteht, die allerdings so dicht bei-
einanderliegen, dass sie normalerweise als éfunkt wahrgenommen werden) Um den In-

halt einesFarblildschirms mit voller HBAufldsung (1080 Zeilen und 1920 Spalten, entspre-

chend gut 2 Millionen Pixeln) zu reprasentieren, braucht man knapp 50 Millionen Bjtwas

28 |y textbasierten (d.h., nicht grafikfahigen) Anzeigen (we z. B. den sog.Character terminaly haben
alle Glyphen dieselbe Hohe und Breite und die Anzeige ist in eine feste Anzahl von Zeilen und Spalten
aufgeteilt, an deren Kieuzungspunkten (Zellen) jeweils eine Glyphe erscheinen kann.
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mehr als 6 Megabyte entspricht Eine DN-A4 Seite mit 300 dpi (Dots, oder Pixel, per inch)
bendtigt schon mehr als 200 MillionenBits (knapp 25 Megabyte).

|Vektorgrafiken | Als Muster codierte Grafiken haben den Nachteil, dass sie bei Vergrofie-
ngjc o_djahshannleaejt(@hie]lcjy ] heka eaebek™ahalagftpaeh’
als solche wahrnimmt. Das gilt auch fur Glyphen, deren Gro3e mazur Darstellung unter-
schiedlicher Schriftgrof3en variieren kdnnen mochténstatt nun fir jede Grél3e ein eigenes
Muster zu hinterlegen (oder aus einem Muster gro3ere zu berechnen, wds”™ a n Pixelig- }
g a eoger anderen Artefaktenfilhrt; so ist z.B. obiges Musterdie 12,5-fache VergréRerung
"ao sajecan | et azh)ekann man die Muater puehgeomgtrischbeschrei-
ben. Aus diesengeometrischenBeschreibungen werden dann die fir eine Anzeige bendo-
tigten Bitmuster fallweise berechnet. Diebenttigt naturgemal mehr Zeit, fihrt aber stets
zu glatt erscheinenden Formen. Wéahrend diese soy.ektorgrafiken gut fur Glyphen (sie
liegen den sog.Typ-1- und den TrueTypeFontszugrunde) und Diagrammegeeignet sind,
eignen Sie sich jedoch kaum fur BildefGemalde, Fotografien oder Filme)

6  Signale

Viele Signale lassen sich direkt mithilfe waZeichenoder Zahlencodieren, so z.B. die Signale
im Schienen und StralRenverkehroder die Fehlermeldungen eines Computerprogramms
(der berihmtberichtigte Fehler 404 von Webservern beispielsweis&jtwas anders ist das
mit Signalen wie Schal, Licht oder elektrischen Wellen—= hier handelt es sich um einen
Signalstrom der in der kontinuierlichen Veranderungeiner wahrnehmbaren odermessba-
ren physikalischen Grol3e, also etwa isich verédnderndem Luftdruck oder in der schwan-
kenden Amplitude elektromagnetischer Wellencodiert ist. Auch diese Signaleverden von
Computern verarbeitet und missen zu diesem Zweck iBeichenfolgenumgewandelt, oder
umcodiert, werden.

|Diskretisierung | Dies geschieht mithilfeder sog. Diskretisierung . Dabei wird ein Mess-
wert fiir einen Augenblick eingefroren und in eine Zahl ungewandelt, die diesen Messwert
reprasentiert. Dabei wird der Messwert umso genauer wiedergeben, je meltellen die fur
seinen Wert vorgesehene Zahl hatEine Diskretisierungmit nur einem Bit kann nur zwei
Messwerte (etwa Licht an der aus;allgemeiner, ob der Messwert tiber einem gegebenen
Schwellwert liegtoder nicht) wiedergeben,eine Diskretisierungnit acht Bit hingegen schon
256 usw. Hohere Auflésungen (entsprechend héheren Bitzahlen) fuhresabei nicht unbe-
dingt zu einem besseren Ergebnis, da die Messung nicht nur selbst den Messwert geringfi-
gig verfalscht, sondern auch zufélligen Einflissen (dem sog. Rauschen) unterliegt, die man
in aller Regel nicht mit codieren mochte. So reichen fir die Codieng von Schallwellen firs
Telefonieren schon acht Bit und fiir AudieCDs werden die Schallsignale mit einer Aufldsung
von 16 Bitdiskretisiert

| zeitreinen | Wie das obige Beispiel vom Ton (Telefonieren und CDs) schon nahelegt,
reicht es bei der Codierungvon Sgnalstromen nicht aus, lediglich einen Momentanwert in
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eine Zahl zu Gberfilhren~ die eigentliche Information steckt hier in der Anderung des Wer-
tes Uber die Zeit. Genau wie der Messwert selbst erscheianhs die Zeitaber kontinuierlich
und Digitalisierungbedingt, dass auch die zeitliche Dimension diskretisiert, also@me Folge
von Zeitpunktenaufgeteilt wird. Die Diskretisierung wird deswegen mit einer vorgegebenen
Frequenz wiederholt und diese Wiederholung Abtastung genannt, fihrt zu einer zeitli-
chen Folgevon Zahlen auch Zeitreihe genannt, die zum Zweck der Aufzeichnungin eine
raumliche Zahlenfolge konvertiert wird

Analog zur Frage nach der Auflésung der Messgrol3e ergibt sich somit die | Wahl der Abtastrate |
Frage nach der Auflésung der ZeitMit welcher Frequenzsoll man ein Signal abtasten?
Wahrend die Antwort auf diese Frage vom Verwendungszweck abhéangt, gibt es doch fur

einen bestimmten Zweck, namlich die originalgetreue Reproduktion des Signals aus der Ab-
tastfolge, einen fundamentalen SatzDaflr gentigt n&mlich eine Abtastrate, dieetwas mehr

als doppelt so hoch ist wie der hdchste in dem Signal vorkommende Frequenzantéias (
Abtasttheorem ). Wenn also beispielsweise die héchste Frequeliz einem Signal beil0 ;
kHz liegt, dann reicht es, das Signatwas mehr als20.000-mal in der Sekunde abzutasten, WikipEpIA
um das Originalsignal aus der Folgder Messwerte zu rekonstruierenAuch wenn eine sol-

che Bandbegrenzung auf Seiten der Signalquelle nicht vorliegt, so kann doeime Bandbe-

grenzung der signalverarbeitenden Stelle ausgenutzt werden, um Signale in einer fur die

Stelle vom Original nichtzu unterscheicenden Qualitat zu reproduzeren: So betragt die

Abtastrate der Audiosignaleauf CDs 44.1000 Hz was bei einer Grenze des menschlichen
Horvermogens von ca. 2 kHz ausreicht damit Menschen die Reproduktion der Signale

nicht vom Original unterscheiderkénnen. Ubrigens:Bei einer Auflésungder Diskretisierung

von 16 Bit und einer Codierung unseres Alphabets mit it entspricht eine Sekunde Ton-

signal von einer CDknapp 120.000 Anschlagen oder knapp 30 Schreibmaschinenseiten.

Man kann sich also leicht vastellen, dass die Kapazitéat unseres Gehirns nicht ausreicht, um

selbst dasbandbegrenzte Audiosignal in all seinen Details vollstandig wahrzunehmen.

Als Bitfolgen codiert lassen sich Signalstréome mittels Zeichenspielen ver- digitale
arbeiten. Diesedigitale Signalverarbeitung  kann als einer der zentra- Signalverarbeitung
len Beitr&ge zur Digitalisierung verstandenwerden, wird aber in diesem Kursnicht weiter
behandelt

7  Kompression

Wahrend dasAbtasttheorem aussagt, wie dicht man ein Signal abtasten verlustbehaftete
muss, um es technisch exakt rekonstruieren zu konnen, gelten fir Sig- Kompression
nale, die ausschlielich fur den Konsum durch Menschen bestimmt sind, andere Regeln:

Hier geht es nicht um objektiv, sondern um subjektiv nichtom Original unterscheidbare
Reproduktion von Signalen. Dabei lasst sich ausnutzen, dass unsere Nervenzelkmorigi-

nalen Signaktrom selbst dannnicht vollstandig verarbeiten kénnenwenn er bandbegrenzt

ist. Wenn man die Mechanismen derVerarbeitung kennt, kann man sie ausnutzen, umden

Inhalt der Signale zu reduzierepohne dass deen Konsum davon wesentlich beeintréchtigt


https://de.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon-Abtasttheorem
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wird. Zeichenfolgen, die den originalen Signalverlauf reprasentieremerden so vor ihrer
Speicherungkomprimiert und vor einerspateren Wiedergabeexpandiert .
; Die wohl bekanntesten Kompressionsformatéir mediale Daten (Zeichenfolgenyind JPEG
WikieepiA  (fUr stehende Bilder) MPEG(fur bewegte Bilder)und MP3 (fir Ton). Sie sind allsamt ver-
. lustbehaftet, d. h., die Originale lassen sich darausicht exakt rekonstruieren.Ubrigens: Bei
; } FLAC™ qj " hangdlt besAsich eigentlich um die Namen von Standardisierungsgre-
WikipepiA mien, der Joint Photographic Experts Groupnd der Moving Picture Experts Group } | L/ ~
. ist eigentlich die Bezeichnung des dritten Standards, der fir die Kompression des Tons von
* y MPEGkomprimierten Filmenentwickelt wurde, der aber ein prominentes Eigenlebe ent-

e .
WikipEDIA wickelt hat.

verlustfreie Jenseits des Medienkonsums sind Kompressionsverluste in der Regel nicht
Kompression hinnehmbar. Die verlustfreie Kompressiorerlaubt daher die exakte Re-
produktion der originalen Zeichenfolgenaus den komprimierten Sie nutzt bestimmte Re-
gelmagigkeiten in den Zeichenfolgen wie beispielsweise eine (generell beobachtbare) Un-
gleichverteilung derrelativenHaufigkeit von Zeichen(der auch dasMorsealphabetzugrunde
liegt) oder immer wiederkehrende Muster (wie beispielsweise lange Folgen von Nullen oder
Einsen, die man dann durch ihre als Zahl codierte Lange ersetaeispielsweisebei der Fax
Codierung verwende). Rein zufélligeFolgen gleichverteilter Zeidhen lassen sich dagegen
Uberhaupt nicht komprimieren. Interessanterweise bringt die Anwendungverlustfreier
. Kompressionsverfahremuf Zeichenfolgen, dieden Ton von gesprocheneBprache odewvon
; Musik codieren, nur wenig(FLACbeispielsweise komprimiert in etwa auf die Halfteler ori-
WikipEDIA ginalen GroRg - es lassen sich darin kaum Regelmafigkeiten erkennen, was darauf hin-
deutet, dass die zur Verfigung stehende Kapazitat zur Informationsibertragungon ge-
sprochenerSprache und inshesondere Musigrundsatzlichsehr gut ausgenutzt wird Ge-
schriebeneund als Zeichenfolge mit fester Zeichencodeldnge codieriexte hingegen lassen
sich inder Regel stark komprimieren.

8  Verschlisselung

Eng verwandt mit derKompressionist die Verschliisselung von Zeichenfolgen auch Chiff-
rierung genannt. Dabei wird aus einer vorgegebenen, zu verschlisselnden Zeichenfolge
mithilfe eines Schliissels eine neue Zeichielge erzeugt, aus der sich, wiederum mithilfe
einesSchlussels, die urspriingliche Zeichenfolge rekonstruieren lasst. Einfatfeeschlisse-
lungen tauschen Zeichen nach einem, durcldie Schliissel mitbestimmten Schema gegen
andere aus oder andern ihre Reihepfge. Nach einem solchen Prinzip funktionierte bei-
spielsweise dieVerschlisselungsmaschinEnigmg wie man leicht erkennt, handelt es sich
auch dabei nur um Zeichenspiele.

ideale Bei einer idealen Verschliisselung ist es unmdglich, die originale Zeichen-
Verschlisselung folge aus der verschliisselteZeichenfolgeohne Kenntnis des Schliissels
zu rekonstruierenoder den Schlussel zu erraten, dh., aus der verschlisselten Zeichenfolge


https://de.wikipedia.org/wiki/Moving_Picture_Experts_Group
https://de.wikipedia.org/wiki/MP3
https://de.wikipedia.org/wiki/JPEG
https://de.wikipedia.org/wiki/Free_Lossless_Audio_Codec
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Hinweise aufden Schliissebbzuleiten?® Dabei ist interessanterweise gerade die Ungleich-
verteilung der Haufigket von Zeichen in Zeichenfolgen(die ja die Grundlage vieler Kom-
pressionsverfahren darstelitder Schlissel zum Erraten des Schlisseé®i der Verschlisse-
lung versucht man daher, diese Ungleichverteilung zu beseitigen die verschliisselte Zei-
chenfolge sollte von einer zufalligen moglichst nicht zu unterscheiden sein.

Ein Problem der gewohnlichensymmetrischen Verschlisselung ist, symmetrische vs.
dass beiden Seiten, der verschliisselnden und der entschliisselnden, der asymmetrische
Schlussel bekannt sein muss. Der Schlussel muazu selbst Ubermittelt Verschilsselung
werden, was, wenn diese Ubermittlung die Verschliisselung nicht gefahrden soll, dasselbe
Problem beinhaltet: Die Ubermittiung muss geheim, dh. verschlisselt, erfolgenBei der

sog. asymmetrischen Verschllisselung publiziert der Empfangereiner Nachricht einen,

seinen offentlichen Schlissel, deeder Senderzur Verschliusselung von Nachrichten aihn

(und nur an ihn) verwenden kann; dieser Schlisseéaugt jedoch nicht zur Entschliisselung

der Nachricht- dazu ist der zum 6ffentlichen Schliissel passende private Schliissel notwen-

dig, den nur der Empfangerkennt.

Verschlisselung ist ein eigenes Forschungsgebidgs auf Anleihen aus | ungelostes Problem |
der Zahlen und der Informationstheorie basiert. Sie ist eine der Grundlagen der sodigi-
talen Transformation wird dabei aber von den meisten Menschen nicht besonders ernstge-
nommen. So bleiben z.B. die meisten der heute verschickten Emails unverschliisg#otto:
}JE_d d] ~a | e _ dp &ndschyldigera rkdniaten maa pn@ihrénd, dass kein bis
heute verwendetes Verfahren zur Verschlisselungrklich sicher ist= so ist esz. B. schwie-

rig, sicherzustellen, dass eir{beispielsweise auf einer Webseite)ublizierter offentlicher
SchliUssel einer Person auch wirklictu der Person gehortéine Frage derAuthentizitat; vgl.
dazu auch Kapitell5 in Kurseinheit2). So betrachtet man Verschlisselungen allgemein als
sicher, wenn der Aufwand, sie zu knacken, in keinem Verhaltnis zum Nutzen steht. Nach
dieser Definition kdnnen allerdings sichere Verschliisselungen schnell unsicher werden,
namlich wenn der Nutzen ihrer Ulerwindung ansteigt.3°

9 Programme

Um Zeichenspiele durchzufiihren braucht eSpieler Spatestens mit der nachsten Kursein-
heit sollte endgtiltig klar werden, dass diese Rollen Kontext der Digitalsierung Maschinen
zugedacht ist: den Computern

29 Bjind erraten kann man einen Schliissel naturlich immer, aber bei einem idealen Verschlisselungs-
verfahren brauchte man dazu schon so viel Gliick, dass man nicht ernsthaft darauf setzen kann, auch
wenn man alle verfligbaren Computer gleichzeitig zum Raten einsetzt.

30 Gleiches gilt Ubrigens auch fir die (ebenfalls, aber nicht nur auf Verschliisselung basierende)
BlockchainTechnik: Auch hier ist die Sicherheit nur relativ.
































































































































































































































































































































































































































































































