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Omnibus ex nihilo ducendis sufficit unum. 

(Um alles aus nichts herzuleiten genügt eines.) 

Gottfried Wilhelm Leibniz (* 1. Juli 1646,   -0* Jkrai^an -3-2) 

Vorwort  

Digitalisierung ist eine von den technischen Neuerungen, die von vielen genutzt, von weni-

gen gestaltet und von niemandem aufgehalten werden. Da Digitalisierung unseren Alltag 

zunehmend durchdringt, kann man zwar versuchen, sie zu ignorieren, sich ihr damit aber 

nicht entziehen. Warum sich ihr also nicht stellen und sich ein eigenes Bild von ihr machen? 

Weil es mühsam ist und am Ende gar nicht notwendig? 

Dass Digitalisierung in unserem Alltag so durchschlägt, liegt schlicht daran, dass 

¶ sich viele unserer alltäglichen Anliegen als Leibnizsche }Spiele mit Zeichen  ̈auf-

fassen lassen und dass 

¶ für diese Spiele zwei verschiedene Zeichen ausreichen. 

Man könnte natürlich auch mehr verschiedene Zeichen verwenden, aber die Beschränkung 

auf nur zwei verschiedene Zeichen macht die technische Umsetzung der Zeichenspiele ein-

facher (was auch schon Leibniz erkannt hatte) und so ist es bei zwei geblieben. Als Zeichen 

haben sich 1 und 0 eingebürgert, die die meisten Menschen als Ziffern (}>q_dop]^aj rkj 

Zahlen̈ ) kennen; die Universalität der Digitalisierung speist sich jedoch daraus, dass die 

Bedeutung der beiden Zeichen allein durch ihren Gebrauch bestimmt wird, also das, was 

man ¬ oder ein Computer ¬ damit macht. Qj` ]q_d sajj }?kilqpan¨ übersetzt }Rech-

ner̈  daeäp( ok eop Na_djaj doch nur ein Teil dessen, was Computer tun. 

Nun hilft die Einsicht, dass Computer nur Einsen und Nullen verarbeiten, beim Verständnis 

der Digitalisierung nicht weiter als die Einsicht, dass der Kölner Dom aus Steinen und Mörtel 

gebaut wurde, beim Verständnis vom Bauen: Man staunt vielleicht noch mehr als ohnehin 

schon, weiß aber noch immer nicht, wie es geht. Und so befasst sich dieser Kurs nicht nur 

mit Einsen und Nullen und den Zeichenspielen, die damit etwas machen, sondern auch mit 

den vielen Ebenen, die von der Verarbeitung von Einsen und Nullen abstrahieren und die es 

damit leichter machen, Aufgaben per Digitalisierung zu lösen. Der Kurs gerät damit zu ei-

nem Streifzug durch die Informatik, der viele Dinge anreißt, ohne sie erschöpfend zu be-

handeln. Dabei ist sein Ziel, seine Leser auf eine ¬ hoffentlich die richtige ¬ Spur zu setzen, 

wenn sie einmal selbst ein Digitalisierungsprojekt starten; allen anderen möchte er dabei 

helfen, die Natur der Digitalisierung besser zu verstehen, um ihre Deutung nicht anderen 

überlassen zu müssen. 



ii 

   

Zum Inhalt  

@an Gqno eop ej rean Aejdaepaj cachea`anp* @ea anopa Gqnoaejdaep }Vae_dajoleaha¨ eop adar theo-

retischer Natur und befasst sich mit der Repräsentation und Verarbeitung beliebiger Daten 

mit nur zwei verschiedenen Zeichen. Dieser Teil des Kurses ist losgelöst von irgendeiner 

technischen Realisierung der Digitalisierung: Zur Veranschaulichung und zum Ausprobieren 

werden lediglich Papier, Bleistift und Radiergummi benötigt. 

@ea vsaepa Gqnoaejdaep }?kilqpan¨ opadp ei Cacajo]pv `]vq6 Dean cadp ao qi `ea Nalné)

sentation und Verarbeitung von Zeichen in einer Maschine, eben dem Computer. Dabei ist 

die sog. Hardware nur ein Teil eines Computers; der andere ist sein Betriebssystem, das von 

den Details der Hardware abstrahiert und für seine Benutzer und Programmierer gleicher-

maßen eine über Hardwarevarianten dejsac op]j`]n`eoeanpa }hkceo_da I]o_deja¨ vqn Ran)

fügung stellt. Mit Computern unauflösbar verbunden sind auch das Internet sowie die Ver-

teilung von Computerdienstleistungen in der sog. Cloud. Eine kurze Betrachtung der Sicher-

heitsprobleme, die Computern innewohnen, schließt diese Kurseinheit ab. 

Die dritte Kurseinheit }Lnkcn]iieanqjc¨ befasst sich mit der Abrichtung von Computern 

für bestimmte Aufgaben. Da heute praktisch alle digitalen Prozesse programmiert sind, 

kommt der Programmierung eine zentrale Bedeutung zu. Neben der die eigentliche Pro-

grammierung vorbereitenden Befassung mit Algorithmen und Spezifikationen spielen Pro-

grammierparadigmen, -sprachen und -werkzeuge in dieser Kurseinheit eine wichtige Rolle. 

Mit der vierten Kurseinheit }@]paj¨ schließt sich ein Kreis: Einerseits sind Zeichen und Daten 

eng verwandt, andererseits gibt es starke Wechselwirkungen zwischen der Programmierung 

und der Strukturierung von Daten. Letztere lässt sehr viele Freiräume und in vielen Fällen ist 

es sinnvoll, die Strukturierung nicht von den Programmen, die die Daten verarbeiten, be-

stimmen zu lassen, sondern sie als eigenständige Aufgabe zu betrachten, schon weil Daten 

so von einzelnen Programmen unabhängig und vielen verschiedenen zugänglich werden. 

Diese Sicht auf Daten schlägt sich in der Existenz von Datenmodellierung und Datenbanken 

nieder. Mit Big Data und Datenvisualisierung wird in dieser Kurseinheit auch noch die Be-

trachtung rkj @]paj ]ho `ai }jaqaj Þh¨ unserer Gesellschaft kurz beleuchtet. 

Zur Form 

Der Kurstext ist mit einem klassischen Schlagwortverzeichnis ausgestat-

tet. Dieses soll drei Zwecken dienen: der Verwendung des Kurstextes als Nachschlagwerk, 

der Herstellung von inhaltlichen Zusammenhängen zwischen verschiedenen Teilen des 

Kurstextes und dem Wiederauffinden von irgendwo einmal Gelesenem und nicht mehr so 

genau Erinnertem. Um die Nutzung des Indexes zu erleichtern, sind alle Vorkommen indi-

zierter Begriffe (Schlagwörter) im Text hervorgehoben, und zwar kursiv für Anführungen 

oder Verwendungen von Begriffen und fett für Definitionen. Wenn Sie also über einen kur-

siv gesetzten Begriff stolpern, dann kann es sich lohnen, ihn anzuklicken oder ihn im Index 

nachzuschlagen und dort nach seiner Definition zu suchen. Allerdings werden nicht alle 

Index  
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angeführten Begriffe auch definiert und die Definitionen fallen hier und da eher schmal aus 

¬ der Fluss war mir wichtiger als die Abgeschlossenheit oder, anders ausgedrückt, ich 

wollte eher einen Kurstext als ein Nachschlagwerk schreiben. Fehlt eine Definition, kann der 

Index immer noch dabei helfen, sich die Bedeutung eines Begriffs aus anderen Kontexten 

zu erschließen. Da ist es gut zu wissen, dass in der elektronischen Version die Seitenzahlen 

im Index mit den Vorkommen der indizierten Begriffe im Text verlinkt sind. 

Apropos Nachschlagwerk: Der Kurstext enthält zahlreiche Verweise auf Wikipedia-Artikel, 

die sich hinter den Wikipedia-Kugeln im Rand verbergen. Die Namen und URLs der Artikel 

müssen in papiergebundenen Ausgaben dieses Kurses im entsprechenden Verzeichnis an 

seinem Ende $}Ranvae_djeo `an Sa^hejgo ei N]j`¨% nachgeschlagen werden; Android-Nut-

zer können auch den Barcode im Seitenfuß mittels dazugehöriger experimenteller App ein-

scannen und bekommen so alle Links der gescannten Seite sowie die dazugehörigen In-

dexeinträge angezeigt (Papier/Digital-Brücke). Zu den Wikipedia-Artikeln selbst kann man 

natürlich vieles sagen; ich sage: Wer etwas Falsches entdeckt, möge es korrigieren. 

Barrierefreiheit ist eine Illusion. Ich habe mich gleichwohl bemüht, einen 

barrierearmen Kurstext zu erstellen. Die oben bereits erwähnte Android-App (die mittels 

nebenstehendem QR-Code heruntergeladen werden kann) bietet zu diesem Zweck eine sei-

tenweise Vorlesefunktion, die der von PDF-Readern zumindest teilweise überlegen ist. 

Die Genderisierung eines Textes wie diesem ist eine interessante Angele-

genheit, zeigt sie doch auf, wie sehr das (grammatische) Geschlecht in unserer Sprache 

verwurzelt ist. Wem das noch nicht klar sein sollte, der möge diesen Satz in Betracht ziehen: 

Béjcp an jk_d o_daej^]n qjranbéjche_d iep }sai¨ ]j( ok kbbaj^]np `]o anschließende }`an¨ 

`ao vsaepaj D]h^o]pvao( `]oo iep }sai¨ skdh aej männliches Wesen gemeint sein muss. 

@ai cajaneo_daj Baiejej ranlbhe_dpap d]^a e_d `]dan ej `an Ranc]jcajdaep opapo }Wem ~( 

`ea iúca ~¨ cao_dnea^aj( ]^an das generische Feminin verursacht nicht nur diskriminato-

rische Kollateralschäden (wenn ich nun etwa von Anfängerinnen und Kindern anstelle von 

Anfängern und Kindern schreibe), sondern hat zu einigen teils deutlichen Beschwerden we-

gen verminderter Lesbarkeit (nicht wenige davon von Frauen) meiner sowieso schon recht 

verwinkelten Sätze geführt. Jqj gújjpa i]j dean ]qb Casúdjqjc oapvaj $}`ea Céopej¨ 

klingt ja auch von Mal zu Mal natürlicher und bei Kurgästin stolpert wohl niemand mehr ¬ 

ach ja, ist niemand eigentlich Mann oder Frau oder tatsächlich niemand?) oder aber gänzlich 

umformulieren, doch weil ich etwas Neues ausprobieren wollte, bin ich einen dritten Weg 

gegangen: Ich habe einen parametrisierten Text erstellt, aus dem sich zwei Varianten gene-

rieren lassen, eine mit generischem Feminin und eine mit generischem Maskulin (die vorlie-

gende). Damit die beiden Texte sich inhaltlich nicht unterscheiden (was zu neuen Diskrimi-

nierungen führen könnte), habe ich auf Umformulierungen weitgehend verzichtet, weswe-

gen es hier und da ¬ insbesondere in der femininen Version ¬ in den Ohren mancher nach 

wie vor holpern mag. Trotz des Verzichts auf größere Anpassungen können sich aus gend-

erisierungsbedingten Unterschieden unterschiedliche Zeilen- und damit auch Seitenumbrü-

che ergeben, wobei letztere zu in den Seitenzahlen differierenden Inhaltsverzeichnissen und 

Indexen führen können. Da Seitenzahlen aber sowieso eher ein Auslaufmodell sind, habe 

ich mich entschieden, diesen Kollateralschaden hinzunehmen. 

 

 

Barrierearmut  

Genderisierung  
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Kurseinheit  1: Zeichenspiele  

Vgdm H trd ` vnqc+ £ hs leans just what I choose it to mean ² 

neither more nor less. 

Lewis Carroll (* 27. F]jq]n -4/. (   -0* F]jq]n -454% 

Through the Looking Glass 

Die Bedeutung eines Wortes ist sein Gebrauch in der Sprache. 

Ludwig Wittgenstein (* 26. April 1889,    .5* =lneh -51-% 

Philosophische Untersuchungen  

Die erste Kurseinheit unterscheidet sich von den nachfolgenden dadurch, dass ihre Inhalte 

von der Existenz von Computern weitgehend unabhängig sind. Gleichwohl bleibt sie nicht 

vollkommen abstrakt ¬ alle Zeichenspiele, die vorgestellt werden, können Sie sich auf ei-

nem Blatt Papier mittels Bleistift und Radiergummi durchgeführt denken. Dabei soll das Pa-

pier kariert und stets hoch und breit genug für den jeweiligen Zweck sein. 

1 Zeichen 

Zeichen sind Elemente der Kommunikation. Sie sind nicht an eine be-

stimmte Form gebunden: So gibt es beispielsweise grafische, akustische, optische und elekt-

rische Formen von Zeichen, und dasselbe Zeichen kann in mehr als einer Form vorkommen. 

In einem geschriebenen Text wie diesem hier haben wir es ausschließlich mit grafischen 

Zeichen (Buchstaben, Satzzeichen etc.) zu tun, die dazu zumeist die Gestalt von sog. Gly-

phen  annehmen (prominente Ausnahme: das Leerzeichen, das die Gestalt eines Zwischen-

raums hat). Wenn ich im folgenden Zeichen notiere, um darüber zu schreiben, dann ver-

wende ich dafür zwar (notwendigerweise) Glyphen, meine aber in der Regel Zeichen ganz 

allgemein. 

Da die Schrift selbst aus (grafischen) Zeichen besteht, bringt Zeichen zu 

notieren und darüber zu schreiben dann ein Problem mit sich, wenn alle 

Zeichen aus demselben Vorrat stammen: Es vermischt sich dabei nämlich zwangsläufig die 

Zeichen und Glyphen  

 

Notierung von 

Zeichen mit Zeichen  

https://de.wikipedia.org/wiki/Glyphe
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Objektebene , also die Ebene der Zeichen, über die man schreibt, mit der Metaebene , also 

der Ebene, in der man mithilfe von Zeichen schreibt. Dies kann zum Verlust der Eindeutigkeit 

führen. Ich werde daher in dieser Kurseinheit die beiden Ebenen voneinander trennen und 

tue dies, nicht ohne didaktische Hintergedanken, mithilfe von Zeichen (und nicht, was auch 

leicht möglich gewesen wäre, mithilfe verschiedener Fonts, also verschiedener Glyphen für 

dieselben Zeichen). Da in der Regel die allermeisten Zeichen eines Textes, in dem es um 

Zeichen geht, auf der Metaebene angesiedelt sind (so z. B. alle Zeichen dieses Absatzes bis 

hierher), verwende ich für die Zeichen, die auf der Objektebene stehen, eine spezielle No-

tation: Ich setze sie in schweizerische Anführungszeichen, also z. B. «1» und «0». 

Der letzte Satz des vorangegangenen Absatzes löst übrigens auf seine 

eigene Weise ein vertracktes Problem: Er führt schweizerische Anführungszeichen an, ohne 

sie dabei zu verwenden ¬ dies tut er erst im nachgeschobenen Beispiel, das buchstäblich 

der Illustration dessen, was schweizerische Anführungszeichen sind, dient. Dabei wird es 

dem Leser Ā^anh]ooaj( `aj Vqo]iiajd]jc vseo_daj `ai J]iaj }o_dsaevaneo_da =jbĀd)

nqjcovae_daj¨1 und den so bezeichneten Zeichen, die erst im Beispiel verwendet werden, 

zu erkennen. Folgende alternative Formulierungen verdeutlichen das so gelöste Problem: 

¶ }Beispielsweise schreibe ich «1» und «0» für die Zeichen 1 und 0.¨ @eaoan O]pv ran)

mischt in seinem hinteren Teil Objekt- und Metaebene (das Problem, das ja gerade 

gelöst werden soll), es sei denn, man versteht das vorangestellte Wknp }Vae_daj¨ ]ho 

die Ankündigung eines vorübergehenden Ebenenwechsels, der genau dem ent-

spricht, der durch die schweizerischen Anführungszeichen eingeleitet und beendet 

wird. 

¶ }Ich setze sie in schweizerische =jbĀdnqjcovae_daj » qj` Ç*¨ @eaoan O]pv gkiip 

ohne ein Beispiel aus und führt die schweizerischen Anführungszeichen direkt an, 

wobei die Allkoepekj }o_dsaevaneo_da =jbĀdnqjcovae_daj¨ je_dp jqn `an >ajaj)

nung dient, sondern auch einen vorübergehenden Ebenwechsel einleiten muss, da-

mit der Satz das zu lösende Problem nicht selbst darstellt. 

¶ }E_d oapva oea ej ««» und «»».¨ Dieser Satz benutzt keine Apposition für die Anzeige 

des Ebenenwechsels, sondern die angeführten Anführungszeichen selbst. Dies be-

inhaltet aber ein klassisches Henne-Ei-Problem (oder Münchhausen-Trilemma), da 

hierbei Zeichen unter Verwendung derselben Zeichen eingeführt werden, man also 

den Satz nicht verstehen kann, wenn man seinen Inhalt nicht schon kennt.2 

                                                
1 Man beachte, dass die deutschen Anführungszeichen ebenfalls einen Ebenenwechsel anzeigen: 

hier den von der Verwendung von Namen zu deren Nennung, weiter unten den von Sätzen über 

Sätze zu den Sätzen, über die geschrieben wird. Die Bedeutung dieser Anführungszeichen habe ich 

dabei als vereinbart angenommen. 

2 Es stellt sich hierbei die Frage, ob es nicht ausreicht, zu wissen, dass in einem Satz ein Selbstbezug 

vorkommt (z. B. weil man verstanden hat, dass am Anfang ein Selbstbezug stehen muss, es ohne 

also gar nicht geht), um den Selbstbezug zu identifizieren und seinen Elementen eine Bedeutung 

zuzuweisen. Wenn es dann für die Bedeutung keine sinnvolle Alternative gibt, ist der Selbstbezug 

kein Problem. 

Anführungszeichen  
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Auch wenn der durch ein vorangestelltes Wort wie }Vae_daj¨ ]jcagĀj`ecpa vorüberge-

hende Ebenenwechsel seinen sprachlichen Charme hat, verwende ich in dieser Kurseinheit 

(aber nur in dieser) die schweizerischen Anführungszeichen, nicht zuletzt, weil sie mir erlau-

ben, das Leerzeichen auch ohne Glyphe als Zeichen aufzuschreiben: « ». 

Übrigens: Beide Möglichkeiten zur Kennzeichnung eines Ebenenwech-

sels, die Verwendung bestimmter Wörter oder bestimmter Zeichen, ver-

brennen diese für deren normalen Gebrauch, da ein normaler Gebrauch nicht von ihrer 

Sonderfunktion zu unterscheiden wäre. Die Verwendung für diesen einen Zweck macht sie 

also zu reservierten Wörtern bzw. Sonderzeichen und reduziert den für den normalen Ge-

brauch verfügbaren Wort- bzw. Zeichenvorrat entsprechend. Daraus folgt aber unmittelbar, 

dass man in einem System mit nur zwei verschiedenen Zeichen auf die Zusammenfassung 

einer Folge von mehreren Zeichen in Einheiten, die als Ganzes zu verstehen sind, zurück-

greifen muss, wenn man einen Ebenenwechsel kenntlich machen können möchte. Dies ist 

Gegenstand von Kapitel 4( }Mehr Zeichen und Zeichenketten̈ . 

Wenn Ihnen die vorangegangenen Betrachtungen als haarspalterisch und 

verzichtbar erscheinen, dann sollten Sie bedenken, wie es wohl ist, wenn 

man nur Zeichen hat und auf keine Gewohnheiten, Erfahrungen oder externe, reale Be-

zugspunkte zurückgreifen kann, um einen Sachverhalt zu vermitteln. Wie würden Sie einer 

außerirdischen Intelligenz erklären, was Zeichen sind, welche Sie kennen und was sie be-

deuten? Bei der Übertragung von Zeichen und was wir damit machen wollen (den Zeichen-

spielen) auf Computer, die zwar irdisch, aber nicht intelligent sind, müssen wir uns an eine 

¬ möglichst einfache ¬ Systematik halten. Sich also mit so kleinen Details wie der Anfüh-

rung von Zeichen zu befassen mag dem einen oder anderen mühsam erscheinen, aber es 

hat auch einen ganz besonderen Reiz, nämlich den, zu versuchen, sich mit minimalen Vo-

raussetzungen in die Lage zu versetzen, die ganze Welt systematisch zu beschreiben. 

1.1 Zeichen in Zeit und Raum  

Sobald man es mit mehr als einem Vorkommen von Zeichen zu tun hat, stellt sich die Frage 

nach deren Anordnung. In der Schrift werden Zeichen3 in linearer Folge im (zunächst eindi-

mensionalen) Raum angeordnet, wobei solche Zeichenfolgen aus Platzgründen in Zeilen 

(zweite Dimension) und Seiten (dritte Dimension) umgebrochen werden. Zeichenfolgen, die 

keinem gesprochenen Text entsprechen (der ja, der Natur des Sprechens folgend, stets ein-

dimensional ist), werden auch gern tabellarisch dargestellt, wobei dann nicht nur ihre An-

ordnung neben-, sondern auch untereinander bedeutungstragend ist (bei der Addition von 

Zahlen zum Beispiel). Akustische und elektrische Zeichenfolgen sind von Natur aus eindi-

mensional; diese Folgen erstrecken sich jedoch nicht im Raum, sondern in der Zeit. Wie wir 

                                                
3 Dean qj` ei bkhcaj`aj ransaj`a e_d `]o Sknp }Vae_daj¨ ]q_d( sajj e_d }Rkngkiiaj rkj Vae)

_daj¨ iaeja* @eao ajpolne_dp `ai ]hhcaiaejaj Oln]_dca^n]q_d qj` okhh je_dp vqi Cacajop]j` aejan 

weiteren Sophisterei gemacht werden. 

Sonderzeichen und 

reservierte Wörter  

Digitalisierung  ist 

Sophisterei  
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noch sehen werden, ist die Konvertierung zwischen den verschiedenen Formen und Dimen-

sionen von Zeichenfolgen ein zentraler Bestandteil der Digitalisierung. 

1.2 Bedeutung von Zeichen  

Das Wesen von Zeichen ist, dass man sie unterscheiden kann. Werden sie in der Kommuni-

kation benutzt, muss man ihnen zusätzlich eine Bedeutung zuordnen. 

Im Kontext der Digitalisierung besondere Prominenz erlangt haben die Zeichen «1» und 

«0». Sie können für vieles stehen, so beispielsweise für 

¶ die Zustände An und Aus (oder Hoch und Niedrig, oder irgendein Paar von komple-

mentären Zuständen), 

¶ die Wahrheitswerte Wahr und Falsch und 

¶ die Zahlen Eins und Null. 

Dabei ist die Zuordnung der Zeichen zu ihrer jeweiligen Bedeutung willkürlich und lediglich 

durch ihren Gebrauch festgelegt. Den meisten Menschen dürfte die Interpretation von «1» 

und «0» als Zahlen Eins und Null die geläufigste sein und tatsächlich spielen Zahlen bei der 

Digitalisierung eine wichtige Rolle, aber die Grundlage der Digitalisierung, wie wir sie heute 

kennen, sind die beiden ersten Interpretationen: Die erste spiegelt die technische Umset-

zung der Digitalisierung wider und die zweite gehört zur Logik, die dahintersteht. Zahlen 

kommen erst danach und stehen auf einer Stufe mit allen anderen Inhalten der Digitalisie-

rung. Dennoch will ich hier mit den Zahlen beginnen; Wahrheitswerte folgen in Kapitel 3 

und (elektrische) Zustände in Kurseinheit 2. 

2 Zahlen 

Da sie zum Zählen benutzt werden, entwickelt jedes Kind sehr schnell ein intuitives Ver-

ständnis für die natürlichen Zahlen.4 Ok opadp }Jqhh¨ bĀn gaejao( }Aejo¨ bĀn aejao( }Vsae¨ bĀn 

zwei usw. Andere Zahlen (also z. B. negative, gebrochene oder reelle Zahlen) werden mittels 

Rechenoperationen aus den n]pĀnhe_daj V]dhaj ]^cahaepap $]hok aps] }iejqo Aejo¨ ]ho Jqhh 

iejqo Aejo( }Aejd]h^¨ ]ho Aejo capaehp `qn_d Vsae qos*%* Dabei sind die Zahlen für sich ge-

nommen vollkommen abstrakt; erst indem man sie etwa der Länge, dem Gewicht oder der 

Anzahl von etwas zuordnet, bekommen sie einen Bezug zur Realität. Dadurch erhalten auch 

                                                
4 Man kann darüber streiten, ob natürliche Zahlen wirklich natürlich sind. Ihre Bedeutung setzt den 

Begriff der Entität voraus, also den von etwas Abgrenzbarem (in einer Welt nur aus Wasser und Luft 

wären auch natürliche Zahlen nicht natürlich). Man könnte aber behaupten, dass auch Entität nur 

ein mentales, von unserer Wahrnehmung unserer Umwelt geprägtes Konstrukt ist. 
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die (für sich genommen ebenfalls vollkommen abstrakten) Rechenregeln ihre praktische Be-

deutung. So entspricht etwa die Addition der Aneinanderreihung von Längen, dem gemein-

samen Abwiegen und dem Hinzuzählen von etwas. Interessanterweise fällt vielen Menschen 

das abstrakte Hantieren mit Zahlen leichter als das Lösen der berühmt-^anĀ_dpecpaj }Patp)

]qbc]^aj¨ mit ihrem Realitätsbezug, was vermutlich daran liegt, dass bei den abstrakten 

Rechenaufgaben klarer ist, welche Rechnungen durchzuführen sind, und diese Rechnungen 

eingeübten Zeichenspielen entsprechen. Bei Computern zumindest ist das so: Sie beherr-

schen nur Zeichenspiele. 

Während wir in der gesprochenen Sprache Zahlen Namen gegeben habej $a^aj }Jqhh¨( 

}Aejo¨ qos*%( o_dnae^aj sen oea iaeopajo ]ho Folge von speziellen Zeichen auf. In den Anfän-

gen der Menschheit wurden dafür vielleicht Striche verwendet, also etwa «I» für Eins, «I»«I» 

für Zwei usw. (mit dem Problem, dass man Null schlecht schreiben konnte); für größere 

Zahlen später andere Zeichen (wie bei den Römern «V» für Fünf, «X» für Zehn usw.), wobei 

dann einfaches Abzählen schon nicht mehr genügte, um eine geschriebene Zahl in eine 

gesprochene Zahl (ihren Namen) oder ihre Bedeutung umzusetzen. In der Tat ist ein Nachteil 

der römischen Zahlenschrift, dass sie sich für Zeichenspiele nicht besonders eignet. 

2.1 Stellenwertsystem e 

Heute notieren fast alle Menschen Zahlen mithilfe von Stellenwertsystem en. Ein Stellen-

wertsystem beruht auf einer mit ihm verbundenen Anzahl verschiedener Zeichen, Ziffern  

genannt, und eben Stellen . Das Zehnersystem , das auch Dezimalsystem  genannt wird, 

hat zehn Ziffern, «0»««9», die, wenn wir sie als Zahlen interpretieren, Null bis Neun bedeu-

ten.5 Zahlen größer als Neun werden als Aneinanderreihung, oder Folge, von Ziffern ge-

schrieben, also etwa «1»«0» für Zehn, «1»«1» für Elf, «1»«2» für Zwölf und «1»«3» für 

Dreizehn.6 Für welche Zahl eine solche Folge von Ziffern steht, wird durch das verwendete 

Stellenwertsystem festgelegt; ich habe hier stillschweigend das Dezimalsystem unterstellt 

(und werde dies auch weiter so tun, wenn ich auf nichts anderes hinweise). 

Die Stellen einer Zahl in üblicher Schreibweise werden von rechts nach links gezählt. So hat 

10 zwei Stellen7, von denen die erste mit «0» und die zweite mit «1» besetzt ist. Dabei hat 

                                                
5 Englisch heißt Ziffer übrigens digit, von lat. digitus für Finger, derer wir ja zehn haben. Die Stellen 

einer Zahl heißen places (wobei eine n-stellige Zahl trotzdem n-digit number heißt). 

6 =i Sa_doah `an Jkiajgh]pqn ]i ã^anc]jc rkj }Vsúhb¨ $Aecajj]ia% qj` }@naevadj¨ $vqo]i)

mengesetzt) kann man ablesen, dass das Dezimalsystem erst nach unserer Sprache in unseren Kul-

turkreis Einzug gehalten hat (sonst würde 11 skdh }Aejvadj¨ daeäaj%* 

7 Ab hier schreibe ich Zahlen auch auf der Objektebene (als Gegenstand von Zeichenspielen) nicht 

mehr als Folge in Anführungszeichen gesetzter Zeichen, sondern wie üblich als einfache Ziffernfolge, 

verwende dafür aber (sofern sie auf der Objektebene stehen) einen etwas anderen Font (also bei-

spielsweise 10 anstatt 10 oder gar «1»«0»). Für andere Zeichenfolgen werden später auch andere 

Schreibweisen eingeführt. 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlzeichen
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jede Stelle einen Wert, den Stellenwert , der sich aus ihrer Position ergibt: Im Dezimalsys-

tem hat die erste Stelle (ganz rechts stehend) den Stellenwert Eins (=100), die zweite den 

Stellenwert Zehn (=101), die dritte den Stellenwert Hundert (=102) sowie allgemein die n-

te Stelle den Stellenwert 10җ͛1. Die Zahl, für die 10 steht, errechnet sich als Eins mal Zehn 

plus Null mal Eins (gleich Zehn), 11 als Eins mal Zehn plus Eins mal Eins usw.; 2768 steht für 

Zwei mal Tausend plus Sieben mal Hundert plus Sechs mal Zehn plus Acht mal Eins. Im 

Zwölfersystem dagegen hat die erste Stelle die Wertigkeit Eins (120), die zweite Zwölf (121), 

die dritte Einhundertvierundvierzig (122) usw. 

Wir zählen also die Stellen einer geschriebenen ganzen Zahl von ihrem 

rechten Ende her und verbinden mit jeder Stelle einen Stellenwert, der sich im Dezimalsys-

tem als Zehnerpotenz der Position der Stelle minus Eins ergibt. Wenn man die Stellen hinter 

dem Ende einer ganzen Zahl nach rechts fortsetzt, ergeben sich nach diesem System für die 

Stellen negative Exponenten, also ein Zehntel (101͛), ein Hundertstel (102͛) usw. Dabei trennt 

man den gebrochenen (also nicht ganzen) Teil der Zahl vom ganzen durch ein Komma. So 

steht 0,1 für Null mal Zehn hoch Null plus Eins mal Zehn hoch minus Eins (wobei Zehn hoch 

minus Eins dieselbe Zahl wie Eins durch Zehn hoch Eins bezeichnet). Mehr dazu in den Ab-

schnitten 2.6.2 und 2.6.3. 

Ein großer Vorteil von Stellenwertsystemen wie dem Dezimalsystem ist 

es, dass es die Mechanisierung des Rechnens als einfache Zeichenspiele 

erlaubt. So lässt sich beispielsweise die Addition zweier Zahlen bewerkstelligen, indem man 

die beiden Summanden am Komma ausgerichtet (oder rechtsbündig, wenn kein Komma 

darin vorkommt) untereinander aufschreibt und dann stellenweise von rechts nach links ihre 

Ziffern zur Summe addiert (genauso, wie Sie es in der Schule gelernt haben): 

 

@]vq iqoo i]j jqn `ea Oqiia rkj fa vsae Vebbanj }ei Gklb na_djaj¨ und ggf. noch den 

Übertrag  hinzuzählen ¬ alles andere ist ein reines Zeichenspiel.  

Bei der Multiplikation kann man ausnutzen, dass man für die Multiplika-

tion mit 10 nur eine «0» an den Multiplikanden anhängen muss (oder, 

anders ausgedrückt, alle Ziffern des Multiplikanden um eine Stelle nach links verschieben 

und die freigewordene Einerstelle mit «0» auffüllen muss) und dass man die Multiplikation 

zweier Zahlen auf eine Kombination von Additionen und Multiplikationen mit 10 zurück-

führen kann: 12Θ3=10Θ3+2Θ3=30+3+3. So ist auch die Multiplikation im Dezimalsys-

tem nur ein ¬ wenn auch etwas komplexeres ¬ Zeichenspiel. 

Mit einem Stellenwertsystem allein kann man nicht alle Zahlen darstellen. 

So lässt sich beispielsweise schon ein Drittel nicht als Dezimalzahl (d. h., 

Kommazahlen  

Addition als 

Zeichenspiel  

Multiplikation als 

Zeichenspiel  

Beschränkung von 

Stellenwert systemen  
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als eine Zahl im Dezimalsystem) hinschreiben, weil man dafür eine unendliche Anzahl von 

Nachkommastellen bräuchte. Für diese Zahlen braucht man ergänzende Schreibweisen, also 

etwa 1/3 (die Bruchschreibweise). Diese Schreibweisen geben eine Rechenoperation an, 

mittels derer man Zahlen aus anderen Zahlen erhält, für die es schon eine Schreibweise gibt. 

Auch für solche Zahlendarstellungen existieren Zeichenspiele, die einem erlauben, mit ihnen 

zu rechnen (bei Brüchen etwa die Regeln der Bruchrechnung). Für manche Zahlen, wie etwa 

die Kreiszahl Pi oder die Eulersche Zahl, sind die definierenden Rechenoperationen Appro-

ximationen und so unhandlich, dass man für diese Zahlen Sonderzeichen eingeführt hat, 

wie «Ņ» und «e».8 Zahlen, die sich eigentlich nicht in einem Stellenwertsystem darstellen 

lassen, werden es, der einfacheren Zeichenspiele wegen, häufig dennoch ¬ sie, wie auch 

die Rechenergebnisse, sind dann allerdings nur näherungsweise korrekt.9 

2.2 Die Länge von Zahlen  

Die Länge und damit auch die Größe oder Kleinheit von Zahlen, die mit einem Stellenwert-

system dargestellt werden können, ist theoretisch unbegrenzt. Beim tatsächlichen Auf-

schreiben von Zahlen kann man aber (aus naheliegenden praktischen Gründen) immer nur 

endlich viele Stellen verwenden. Eine gängige Konvention ist dabei, dass man vor dem 

Komma am Anfang der Zahl stehende $}führende¨% und nach dem Komma am Ende der 

Zahl stehende $}j]_dbkhcaj`a¨% Nullen weglässt. Statt 0815 schreibt man also 815 und 

statt 2,0 nur 2. Dies ist zulässig, weil diese Nullen zum Zahlenwert nichts beitragen und, 

anders als eingeschlossene Nullen, nicht zum Abzählen der Stellen (Bestimmung der Position 

einer Ziffer) benötigt werden ¬ `]rkn k`an `]j]_d }gkiip je_dpo iadn¨( ]hok g]jj i]j 

aufhören. Das gilt allerdings nur, wenn eine Zahl alleine dasteht, also insbesondere nicht 

mehrere Zahlen direkt hintereinander aufgeschrieben werden. 

In der Digitalisierung passiert aber genau das: Wenn alles in Zeichenfolgen konvertiert wird, 

dann ergibt sich beim Aufschreiben die Frage, wo die eine Zahl aufhört und die nächste 

beginnt. Um das zu beantworten gibt es mindestens drei Möglichkeiten: 

1. Man legt sich auf eine einheitliche Stellenzahl für alle Zahlen fest (vor und nach dem 

Komma) und kann so durch Abzählen der Stellen bestimmen, wo eine aufhört und 

die nächste beginnt und wo in der Zahl das Komma steht. Dies hat den Vorteil, dass 

                                                
8 Für wieder andere Zahlen gibt es nicht einmal Approximationen. Das folgt daraus, dass es überab-

zählbar viele Zahlen gibt, aber nur abzählbar viele Approximationsausdrücke. Letzteres folgt wiede-

rum daraus, dass Approximationsausdrücke stets endlich sind und es ein Verfahren gibt, mit dem 

man alle aufzählen kann (auch wenn es unendlich viele sind und das Verfahren entsprechend niemals 

endet). 

9 Dass viele Berechnungen, die von einem Computer durchgeführt werden, nur näherungsweise 

richtig sind, kann man als eine Beschränkung von Computern ansehen. Allerdings kann man mit 

Computern Rechnungen auch symbolisch durchführen und dann sind die Ergebnisse auch genau. 

Solche symbolischen Rechnungen dauern jedoch in aller Regel wesentlich länger, so dass man sich 

meistens mit den numerischen zufriedengibt. 
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man Zeichen nur für die Ziffern der Zahl benötigt und den Nachteil, dass die Länge 

von Zahlen beschränkt wird und kurze Zahlen nicht mehr kurz, sondern genau so 

lang wie alle anderen sind (die freien Stellen werden mit führenden und nachfol-

genden Nullen aufgefüllt). 

2. Man lässt variable Stellenzahlen zu und führt neben den Ziffern noch ein Trennzei-

chen, das das Ende einer Zahl bzw. den Anfang der nächsten bezeichnet, sowie ein 

Zeichen für das Komma ein. Ein solches Trennzeichen kann beispielsweise das Leer-

zeichen sein, das einen Abstand herstellt. 

3. Man stellt jede Zahl als ein Paar von Zahlen dar, von denen die erste die Länge der 

zweiten angibt. Allerdings unterliegt die erste Zahl (eine natürliche) dabei dem Prob-

lem, das das Zahlenpaar gerade lösen soll: Ihre Länge muss mit einem der drei hier 

genannten Verfahren bestimmt werden (wobei für den Anfang einer solchen Re-

kursion das dritte nicht in Frage kommt). Für die Festlegung der Position des Kom-

mas braucht man dann auch noch eine dritte Zahl. 

Die drei Möglichkeiten auf zwei Zahlen angewendet ergeben das folgende Bild: 

 

Man beachte, dass man keine der drei Schreibweisen korrekt lesen kann, wenn man nicht 

die jeweilige Konvention zur Festlegung der Länge von Zahlen kennt. Man beachte weiter-

hin, dass jeweils festgelegt sein muss, wo die erste Zahl beginnt (oben durch die vertikale 

Randlinie gekennzeichnet). 

Alle drei Möglichkeiten kommen zur Anwendung, nicht nur bei der Darstellung von Zahlen, 

sondern auch bei der Codierung von Zeichen und Zeichenketten (oder Texten; s. Kapitel 4). 

Wo nötig werde ich im folgenden daher dazusagen, auf welche der Arten die Länge fest-

gelegt wird. Eine vierte Möglichkeit, die Einhaltung der sog. Fano-Bedingung , kann in 

Stellenwertsystemen nicht zur Anwendung kommen: Sie würde bestimmen, dass keine Zahl 

der Anfang einer anderen Zahl ist, was zwar für Telefonnummern gilt (weder 1 noch 11 ist 

eine gültige Telefonnummer, wenn 110 eine ist, und keine andere Telefonnummer fängt 

dann mit 110 an, so dass man beim Lesen von 110 weiß, dass danach die nächste Telefon-

nummer kommen muss), aber eben nicht für Zahlen, wenn sie mithilfe eine Stellenwertsys-

tems notiert sind. 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Fano-Bedingung
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2.3 Das Dualsystem  

 
Knecej]ho_dnebp Hae^jev¦ ]qo `ai F]dn -253* 

Quelle: Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek, Hannover 

Es gibt 10 Arten von Menschen: 

die, die das Dualsystem verstanden haben, und die, die nicht. 

unbekannt 

Das Stellenwertsystem, das mit den wenigsten Ziffern auskommt, ist das Zweiersystem , 

auch als Dualsystem  bekannt. Als Ziffern des Dualsystems werden in der Regel «0» und 

«1» verwendet, die ja auch im Dezimalsystem verwendet werden. Die Stellenwerte der Stel-

len links vom Komma einer Dualzahl ergeben sich aus den Zweierpotenzen Eins (20), Zwei 

(21), Vier (22), Acht (23), Sechzehn (24) usw., Zahlen, die im Dualsystem (und ohne führende 

Nullen) als 1, 10, 100, 1000 usw. aufgeschrieben werden. Da dies auch Zahlen im Dezimal-

system sind (wobei sie hier den Zahlen Eins, Zehn, Hundert, Tausend usw. entsprechen), 

kann man einer Ziffernfolge ohne Angabe des Zahlensystems keine Zahl zuordnen. Genau 

das ist die Grundlage obigen Witzes zu den 10 Arten von Menschen: Die meisten Menschen 

werden 10 als Zehn lesen ¬ nur wer das Dualsystem verstanden hat erkennt, dass hier 10 

als Zwei gelesen werden muss. 

Der besondere Reiz des Dualsystems ist, dass es mit zwei Ziffern alle Zahlen ausdrücken 

kann, die man auch mit Stellenwertsystemen mit mehr Ziffern ausdrücken kann. Neben dem 

eher Esoterischen eines Reizes hat dies den ganz praktischen Vorteil, dass man bei der Me-

chanisierung des Rechnens mit Dualzahlen nur zwei verschiedene Zustände unterscheiden 

muss, was u. a. die Gefahr der Verwechselung von Zeichen (etwa durch technische Störein-

flüsse) verringert. Dies hatte auch schon Leibniz für die Konstruktion seiner ersten fehlerfrei 

funktionierenden Rechenmaschine ausgenutzt; seine vorausgegangenen Versuche, eine sol-

che auf Basis des Dezimalsystems zu bauen, scheiterten nämlich am bisweilen fehlerhaften 

Zehnerübertrag an einer der höheren Stellen (ein mechanisches Problem). Allerdings braucht 

man, wie man leicht erkennen kann, im Dualsystem für die Darstellung einer Zahl größer 
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Eins mehr Stellen als in jedem anderen Stellenwertsystem. Da die Behandlung einzelner 

Stellen jedoch nicht von der Anzahl der Stellen abhängt, ist das aber kein Problem ¬ man 

braucht dafür nur mehr vom Selben. 

@ea Opahhaj rkj V]dhaj ei @q]houopai daeäaj ajcheo_d }^ej]nu `ecepo¨( vq)

o]iiajcab]oop vq }^epo¨ k`an( `aqpo_d( }Bits¨* Eine Dualzahl mit vier Bits hat demnach 

vier Stellen. Im Gebrauch hat sich die Bedeutung von Bits von Zahlen losgelöst: So bezeich-

jap }n >epo¨ eine Folge von n Stellen, an denen «1» oder «0» stehen kann, und zwar un-

abhängig davon, ob diese Bitfolge  eine Dualzahl oder etwas anderes repräsentiert. Eine 

Folge von acht Bit wird zu einem Byte  zusammengefasst; allgemeiner bezeichnet man Zu-

sammenfassungen einer Folge von mehreren Bits als }Wort ,̈ wobei die Anzahl der Bits, 

anders als beim Byte, beim Wort nicht normiert ist (s. dazu auch Abschnitt 11.4.3 in Kurs-

einheit 2). Der Vollständigkeit halber sei noch erwähnt, dass Bit auch die Größe Informati-

onsgehalt bezeichnet (deren Einheit bit ist). 

2.4 Rechnen mit Dualzahlen  

Solange Zahlen nur dastehen (auf dem Papier oder im Speicher eines Computers), haben 

sie keine Bedeutung ¬ ihre Ziffern könnten für alles Mögliche stehen. Ihre Bedeutung ergibt 

sich daraus, was man (oder ein Computer) damit macht, nämlich rechnen. Wie bereits oben 

nahegelegt ist dieses Rechnen nicht notwendigerweise ein intellektueller Akt, sondern kann 

als ein Spiel mit Zeichen aufgefasst werden. 

2.4.1 Addition  

Wie aber addiert man zwei Zahlen im Dualsystem? Genauso wie im Dezimalsystem!  Konkret 

schreibt man für die Berechnung einer Summe die beiden Summanden komma- bzw. 

rechtsbündig untereinander auf und addiert dann deren Stellen einzeln, von rechts nach 

links, wobei man ab der zweiten Stelle noch den Übertrag aus der Addition der vorigen 

Stelle berücksichtigen muss. Die Addition 110+111 zum Beispiel ergibt 

 

(Man beachte, dass zur korrekten Darstellung des Ergebnisses vier Stellen benötigt werden, 

obwohl die beiden Summanden nur dreistellig sind.) Dabei ist die Addition im Dualsystem 

einfacher als die im Dezimalsystem, da man nur wissen muss, was die elementaren Additi-

onen 0+0, 0+1, 1+0 und 1+1 ergeben. Dafür muss man nicht einmal im Kopf rechnen, 

sondern kann die Ergebnisse der nachfolgenden Additionstabelle entnehmen: 

 

Bits und Bitfolgen  

 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Bit
https://de.wikipedia.org/wiki/Informationsgehalt
https://www.fernuni-hagen.de/fu-search/index.jsp?query=01608
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Wenn man beispielsweise wissen will, wie viel 1+0 ergibt, sucht man die Zeile, in der unter 

}-* Oqii]j`¨ «1» qj` qjpan }.* Oqii]j`¨ «0» steht (die dritte) und liest dann in der-

selben Zeile rechts das Ergebnis («0»«1») ab. Hierbei ist die zweite (linke) Stelle der Summe 

der Übertrag, der bei der Addition der zweiten Stellen der beiden Summanden berücksich-

tigt werden muss. Für die zweite Stelle kommt deshalb die Additionstabelle 

 

zur Anwendung, die neben den Stellen der beiden Summanden noch den Übertrag aus 

einer vorherigen Addition berücksichtigt. Man beachte, dass die Summe dreier einstelliger 

Zahlen im Dualsystem nicht größer als 11 (Drei) sein kann, so dass man für die Summe mit 

einer Stelle und dem Übertrag in die nächste Stelle auskommt. Insbesondere hat der Über-

trag bei der stellenweisen Addition von zwei Zahlen immer nur eine Stelle, so dass sich 

dieselbe Tabelle auch für die Addition der dritten und aller weiteren Stellen verwenden lässt. 

Man kommt also, um zwei Dualzahlen beliebiger Länge addieren zu können, mit nur zwei 

Tabellen aus (wobei die erste auch noch von der zweiten subsumiert wird ¬ man muss 

hierfür nur den Oqii]j`aj }Übertrag̈  konstant auf «0» setzen). Regelmäßigkeiten dieser 

Art machen eine wesentliche Grundlage für die rasante Entwicklung der Digitalisierung aus: 

Viele komplexe Aufgaben lassen sich auf die stumpfe Wiederholung einfacher Aufgaben 

zurückführen. Für Hardware, die die Zeichenspiele umsetzt (s. Kapitel 11 in Kurseinheit 2), 

heißt das: Um sie leistungsfähiger zu machen genügt es häufig, einfach nur mehr vom Sel-

ben hinzuzufügen. 

Dem aufmerksamen Leser wird aufgefallen sein, dass bei der Addition der 

dritten Stelle im obigen Beispiel ein Übertrag in die vierte Stelle auftritt , an der aber bei den 

Überlauf  
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beiden Summanden gar nichts steht. Streng genommen kann man also auch keine der bei-

den obigen Tabellen für die Bestimmung der vierten Ziffer verwenden. Wenn wir allerdings 

die Länge (Stellenzahl) von Zahlen nicht auf drei begrenzen wollen (vgl. Abschnitt 2.2), dann 

können wir hier einfach führende Nullen annehmen, so dass wir der zweiten Tabelle das 

korrekte Ergebnis 1 (=0+0+1) entnehmen können. Wenn wir hingegen die Zahl der Stellen 

der Zahlen auf drei begrenzen, dann reicht dies für die Addition von 110 und 111 nicht aus: 

Wenn es keine vierte Stelle gibt, kann man auch den Übertrag in die vierte Stelle nicht 

verarbeiten. Während das bei einem Übertrag von «0» kein Problem ist (man kann ihn ein-

fach ignorieren), kennzeichnet ein Übertrag von «1» nach der dritten ziffernweisen Addition 

einen sog. Überlauf ; er zeigt an, dass das nur dreistellige Ergebnis (im obigen Beispiel: 101) 

nicht korrekt wäre. Überläufe sind ein fundamentales Problem des Rechnens mit endlicher 

Stellenzahl; obwohl es so offensichtlich ist, führt es immer wieder zu folgenschweren Fehl-

leistungen (deren spektakulärste wohl der gescheiterte Erstflug der Ariane 5 im Jahr 1996 

war). 

Bemerkenswert an obiger Darstellung der Addition von Dualzahlen ist, 

dass sie sich als ein reines Zeichenspiel auffassen lässt (oder wo wurde 

k^aj }cana_djap¨;%, sie also nach feststehenden Regeln vollständig mechanisch ablaufen 

kann. Insbesondere funktioniert sie, ohne dass eine ausführende Maschine die Bedeutung 

von natürlichen Zahlen (als Anzahl von etwas) kennen oder gar Striche abzählen müsste 

(wie Kinder zu addieren lernen, was ja auch funktionieren würde und obendrein der natür-

lichen Bedeutung von Zahlen näherkäme). Trotzdem ist das Ergebnis dieses Zeichenspiels 

stets richtig und lässt sich bedenkenlos auf reale Sachverhalte übertragen: 

 

     

Und so funktioniert das immer beim Einsatz von Computern: Ein Sachverhalt wird als Zei-

chenfolge codiert, auf der Zeichenspiele ausgeführt werden, deren Ergebnis dann für den 

Sachverhalt eine (idealerweise: die richtige) Bedeutung hat. 

Voraussetzung ist natürlich, dass sich jemand mal die Mühe gemacht hat, die Gültigkeit des 

Zeichenspiels zu beweisen. Beispiele für solch einen Beweis, allerdings auf dem Gebiet der 

Logik, finden Sie in Abschnitt 3.2.2. Hier sei noch erwähnt, dass viele mathematische Be-

weise selbst die Form eines Zeichenspiels haben. Ein besonders schönes Beispiel hierfür ist 

der Diagonalisierungsbeweis für die Existenz überabzählbar vieler Zahlen. 

Das Zeichenspiel zur Addition wird in seiner konkreten Ausführung übrigens dadurch er-

leichtert, dass wir die Zahlen (Summanden, Übertrag und Summe) untereinander aufschrei-

ben (und damit die zweite Dimension des Papiers bemühen); es ließe sich auch für eine 

eindimensionale Darstellung formulieren, würde dadurch aber bedeutend umständlicher, 

Addition als reines 

Zeichenspiel  

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_zweites_Diagonalargument
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insbesondere, wenn man nicht verlangt, dass alle Zahlen dieselbe Stellenzahl haben (s. Ab-

schnitt 2.2). Und so sind die Stellen in einem Computer, an denen eine Eins oder eine Null 

stehen kann, auch zweidimensional organisiert (s. Abschnitt 11.4.1 in Kurseinheit 2). 

2.4.2 Multiplikation  

Die Multiplikation zweier ganzer Zahlen im Dualsystem kann man, genau wie im Dezimal-

system, als wiederholte Addition auffassen: So ist beispielsweise 11Θ10=10+10+10. Wenn 

man also ganze Zahlen addieren kann, kann man sie auch multiplizieren ¬ man muss dazu 

lediglich die eine Zahl, den Multiplikanden, so oft zum Ergebnis der vorherigen Addition 

(bzw. zu 0 am Anfang der Wiederholung) addieren, wie es die andere Zahl, der Multiplika-

tor, vorgibt. Dieses Zeichenspiel, das die Multiplikation auf die Addition (die ja ebenfalls als 

ein Zeichenspiel erledigt werden kann) zurückführt, funktioniert natürlich nur, wenn der 

Multiplikator eine ganze Zahl ist. 

Multiplikation als iterative Addition ist zwar einfach, dauert aber u. U. 

(wenn dafür viele Additionen ausgeführt werden müssen) recht lange. 

Das Verfahren lässt sich beschleunigen, indem man ausnutzt, dass die Multiplikation mit 

Potenzen von Zwei im Dualsystem der Multiplikation mit Potenzen von Zehn im Dezimalsys-

tem entspricht: für eine Multiplikation mit Zwei (10 im Dualsystem) hängt man eine Null an, 

für eine mit Vier (100) zwei usw. Dieses Anhängen einer Null entspricht einer Linksverschie-

bung aller Stellen, die eine Zahl darstellen, und dem Eintragen von «0» an der freiwerden-

den, ganz rechten Stelle. So wird aus 11 (Drei) durch Multiplikation mit 10 (Zwei) 110 (Sechs), 

durch Multiplikation mit 100 (Vier) 1100 (Zwölf) usw. Die offensichtliche Beschränkung ist, 

dass damit nur die Multiplikation mit Zweierpotenzen abgedeckt wird. 

Für die Multiplikation mit beliebigen ganzen Zahlen lässt sich jedoch das 

Distributivgesetz der Arithmetik ausnutzen. Es besagt u. a., dass für be-

liebige Zahlen ҋ, Ҍ und ҍ stets gilt: (ҋ+Ҍ)Θҍ=ҋΘҍ+ҌΘҍ. Damit ist bei-

spielsweise 

 101͠111=(100+1)͠111=100͠111+1͠111=11100+111 

Die Multiplikation von 111 (sieben) mit 101 (fünf) lässt sich also auf die Multiplikation von 

111 mit 100 (vier) und mit 1 (eins; also mit zwei Zweierpotenzen) und eine Addition der 

beiden so erhaltenen Produkte zurückführen. Diese Zurückführung ist Grundlage eines Zei-

chenspiels zur (schriftlichen) Multiplikation:  

Multiplikation mit 

Zweierpotenzen  

Multiplikation mit 

beliebigen ganzen 

Zahlen  
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Dass dieses Zeichenspiel den richtigen Wert liefert folgt aus der Gültigkeit der schriftlichen 

Multiplikation mit Zweierpotenzen (durch Anhängen von Nullen), der Gültigkeit der schrift-

lichen Addition und der Gültigkeit des Distributivgesetzes10. Allgemein lässt sich die Multi-

plikation mit einer beliebigen n-stelligen ganzen Zahl auf maximal n - 1 Multiplikationen mit 

Zweierpotenzen ungleich 1 und maximal n - 1 Additionen zurückführen (maximal deswegen, 

weil sich Multiplikationen und Additionen für Stellen des Multiplikators, an denen «0» steht, 

sparen lassen). Wem das immer noch zu viele Additionen sind, der kann auch auf eine Ta-

belle zurückgreifen, in der die Produkte gespeichert sind: 

 

Diese Multiplikationstabelle entspricht einem großen Einmaleins für Dualzahlen und das 

}Na_djaj¨ `qn_d J]_do_dh]caj dem, was Menschen machen, wenn sie das auswendig 

gelernte Einmaleins anwenden. Allerdings wird die gesparte Rechenzeit hier mit dem für die 

Tabelle benötigten Platz erkauft. Dieser sog. Time-memory (oder auch Space-time) trade-

off  ist bei vielen Digitalisierungsproblemen zu treffen. 

2.4.3 Subtraktion  und negative Dualzahlen  

Mit der Einführung der Subtraktion verlässt man den Raum der natürlichen Zahlen, da man 

für die Darstellung eines Teils der Ergebnisse auch negative Zahlen benötigt. Negative Zah-

len lassen sich aber mit den bisher beschriebenen Mitteln eines Stellenwertsystems gar nicht 

darstellen ¬ es gibt weder negative Ziffern noch negative Stellen. Die erste Herausforde-

rung ist also die Darstellung negativer Zahlen; die zweite ist dann, damit zu rechnen. 

                                                
10 wobei die Anwendung des Distributivgesetzes (bzw. die damit einhergehende Termumformung) 

selbst als ein Zeichenspiel aufgefasst werden kann, dass jedoch nur der Begründung der schriftlichen 

Multiplikation dient und bei dieser selbst gar nicht mehr angewendet werden muss 

 

Multi - 

plikation 

Multiplikand 

0000 0001 0010 0011 ~ 

M
u

lti
p

lik
a

to
r 0000 0000 0000 0000 0000 ~ 

0001 0000 0001 0010 0011 ~ 

0010 0000 0010 0100 0110 ~ 

0011 0000 0011 0110 1001 ~ 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Time-Memory_Tradeoff
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In der üblichen Schreibweise für Zahlen verwendet man zur Kennzeich-

nung negativer Zahlen das negative Vorzeichen «-», also beispielsweise ͛1 für minus Eins. 

Nun ist das Vorzeichen ein Zeichen und wenn man nur zwei Zeichen zur Verfügung hat, 

muss man sich etwas einfallen lassen. Man nennt einen solchen Einfall, wenn er verabredet 

ist, eine Konvention. 

Die Konvention, die der Verwendung eines Vorzeichens am nächsten kommt, ist die Einfüh-

rung eines Vorzeichenbits . Dieses Bit hätte dann beispielsweise den Wert 0 für eine posi-

tive Zahl und den Wert 1 für eine negative Zahl. Es stünde außerhalb des Stellenwertsystems 

und würde einer Zahl zugeordnet (eine Zahl wäre also immer ein Paar bestehend aus einer 

positiven Zahl und einem Vorzeichenbit, das aus einer positiven ggf. eine negative Zahl 

macht). Dieses Vorzeichenbit wäre dann bei Additionen und Multiplikationen zu berück-

sichtigen, was aber eine Anpassung der Addier- und Multip lizierverfahren bedeuten würde. 

Stattdessen verwendet man meist die sog. Komplementdarstellung , 

nach der man für eine negative Zahl alle Bits der entsprechenden positi-

ven Zahl invertiert (also aus «1» «0» macht und umgekehrt) und, aus rechnerischen Grün-

den, noch die Zahl 1 addiert. Die Zahl Drei würde demnach, bei Verwendung von 4 Bit, wie 

gehabt als 0011, die Zahl minus Drei als 1101 (=1100+0001) dargestellt. Man erkennt hier 

negative Zahlen an der «1» an der ganz linken Stelle (wodurch dieses Bit den Charakter 

eines Vorzeichenbits hat); die Zahl ͛0 gibt es demnach nicht (1111+0001=0000 mit Über-

trag 1). Der (wenig offensichtliche) Vorteil dieser Darstellung ist, dass man so dargestellte 

negative Zahlen nach demselben Verfahren wie positive addieren kann und dabei das rich-

tige Ergebnis herauskommt: 0011+1101=0000 (wobei der Übertrag, hier 1, unter den Tisch 

fällt). 

Die Behandlung negativer Zahlen müssen Sie sich nicht merken ¬ wie in anderen Fällen 

auch handelt es sich hier um die Ausnutzung bestimmter Gesetzmäßigkeiten mit dem Ziel, 

mit nur zwei Zeichen auf möglichst einfache Weise so viel wie eben möglich machen zu 

können. Wichtig ist, dass Sie erkennen, dass einmal mehr nur mit Zeichen nach bestimmten 

Regeln gespielt werden muss, dass also keinerlei mathematische Fähigkeiten (was auch im-

mer sonst das sein mag) zum Rechnen benötigt werden. 

2.4.4 Division  

Die Division ҋ÷Ҍ lässt sich, als Umkehrung der Multiplikation, mit ähnlichen Mitteln durch-

führen: per wiederholter Subtraktion (wie oft steckt Ҍ in ҋ, wobei hier die Anzahl der Sub-

traktionen zur Bestimmung des Ergebnisses gezählt werden muss), per Rechtsverschiebung 

der Stellen von ҋ (entsprechend der Division durch Zwei) und per Nachschlagen in einer 

Divisionstabelle.11 Ähnlich wie bei der Subtraktion den Bereich der natürlichen (positiven) 

kann man hier jedoch den Bereich der ganzen Zahlen verlassen, nämlich wenn ҋ sich nicht 

                                                
11 Eine fehlerhafte Divisionstabelle war übrigens auch Ursache des sog. FDIV-Bugs der Intel-Pentium-

Prozessoren, der ij `aj -55,an F]dnaj bĀn nae_dhe_d Olkpp okncpa $}ejpah ejoe`a ¬ _]j§p `ere`a¨%* 

Vorzeichen  

Kompleme nt -

darstellung  

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Zweierkomplement


16  Kurseinheit 1: Zeichenspiele 

   

ganz durch Ҍ teilen lässt, also entweder ein Rest oder das Ergebnis als Bruch (rationale Zahl; 

s. Abschnitt 2.6) ausgewiesen werden muss. 

2.4.5 Vergleich von zwei Zahlen  

Zwei Zahlen können gleich sein; sind sie das nicht, ist eine größer als die andere. Wie aber 

bestimmt man, ob zwei Zahlen gleich sind oder eine Zahl größer ist als eine andere? In der 

Grundschule lernt man dazu ein einfaches Zeichenspiel: Man vergleicht, beginnend mit der 

höchsten Stelle, stellenweise die Ziffern der beiden Zahlen ¬ ist eine Ziffer größer als die 

andere (ggf. eine führende Null), ist deren Zahl größer, sind sie gleich, macht man mit der 

nächsthöheren Stelle genauso weiter. Auf Dualzahlen angewendet ist dieses Verfahren be-

sonders einfach, da man hier nur die erste Stelle (von links gesehen) finden muss, an der bei 

der einen Zahl eine 1 und der anderen eine 0 steht. Allerdings funktioniert dies nur bei einer 

Beschränkung auf positive Zahlen in Festkommadarstellung (s. Abschnitt 2.6.2). 

Ein anderes Verfahren, das immer funktioniert, ist, die eine der zu vergleichenden Zahlen 

von der anderen zu subtrahieren. Ist das Ergebnis 0, sind die Zahlen gleich, ist es negativ, 

war die zweite Zahl größer als die erste, ist es positiv, ist es umgekehrt. Voraussetzung ist 

natürlich, dass man ein zuverlässig funktionierendes Zeichenspiel für die Subtraktion zur 

Verfügung hat. 

2.5 Andere Stellenwertsystem e 

Grundsätzlich eignet sich jede ganze Zahl größer als 1 als Basis eines Stellenwertsystems. 

Allerdings steigt mit der Basis die Anzahl der Zeichen, die man als Ziffern benötigt. Wenn 

man bedenkt, dass wir mit weniger als 30 verschiedenen Zeichen (Buchstaben) für unsere 

Schrift auskommen (und dafür lange Wörter in Kauf nehmen), scheint es keinen praktischen 

Grund zu geben, höhere Basen als Zehn für unser Stellenwertsystem zu bevorzugen.12 

Im Kontext der Digitalisierung hat dennoch ein weiteres Stellenwertsystem eine gewisse 

Bedeutung erlangt: das Sechzehner system , auch Hexadezimalsystem  genannt. Dies 

liegt daran, dass eine Stelle im Sechzehnersystem genau vier Stellen im Dualsystem ent-

spricht: Zu jeder Ziffer des Sechzehnersystems (mit den Werten Null bis Fünfzehn, dargestellt 

durch «0»««9» und die Buchstaben «A»««F» für die übrigen sechs Ziffern) gehört genau 

eine vierstellige Dualzahl (0000«1111). Man kann also leicht Dualzahlen in Hexadezimal-

zahlen  umwandeln und der Wert eines Byte, eine achtstellige Dualzahl, lässt sich abkürzend 

als eine zweistellige Hexadezimalzahl darstellen. Allerdings wird Ihnen die Hexadezimal-

schreibweise von Zahlen nur selten begegnen; tatsächlich werden selbst die 4 Ö 8 Bit = 32 

Bit einer Internetadresse seltener als Folge von vier zweistelligen Hexadezimalzahlen als von 

vier bis zu dreistelligen Dezimalzahlen dargestellt (also etwa 255.0.0.13 statt FF.00.00.0D). 

                                                
12 Allerdings hat das Zwölfersystem in der Praxis einige Vorteile gegenüber dem Dezimalsystem. 

Wenn Rechenkünste in der Evolution eine Rolle gespielt hätten, hätten wir wohl zwölf Finger. 
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2.6 Andere als ganze Zahlen  

2.6.1 Rationale Zahlen  

Nach den ganzen Zahlen kommen die rationalen, die als Brüche von zwei ganzen Zahlen 

(oder als Paar zweier ganzer Zahlen, dem Zähler und dem Nenner) dargestellt werden kön-

nen. Beim Rechnen mit Brüchen sind die Regeln der Bruchrechnung zu befolgen, die jedoch 

auch nur Regeln eines Spiels mit Zeichen sind (das nächste Level sozusagen). Sofern die 

Anzahl der Stellen von Zähler und Nenner unbegrenzt sind und sofern man lediglich die vier 

Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) braucht, sind der Ge-

nauigkeit des Rechnens mit Brüchen keine Grenzen gesetzt. Allerdings werden Zähler und 

Nenner, wenn man nicht regelmäßig kürzt, schnell sehr groß, so dass man lange Zahlen 

benötigt (s. Abschnitt 2.2 für die damit einhergehenden Probleme). Das Kürzen ist zwar 

auch als Zeichenspiel recht leicht durchzuführen (nach dem sog. euklidschen Algorithmus), 

aber relativ aufwendig, so dass man in aller Regel, unter Aufgabe der Genauigkeit, auf 

Gleitkommazahlen (Abschnitt 2.6.3) ausweicht. Dennoch sollte man die Verwendung von 

Brüchen in Betracht ziehen, wenn Genauigkeit verlangt ist und nur die vier Grundrechenar-

ten benötigt werden. 

2.6.2 Dezimalbrüche und Festkommazahlen  

Wenn man sich auf die Anzahl der Nachkommastellen festlegt (sog. Festkommazahlen ), 

können Kommazahlen genau wie Ganzzahlen behandelt werden. Im Dezimalsystem spricht 

man dann auch von Dezimalbrüchen : Eine Zahl mit zwei Nachkommastellen kann als die 

Ganzzahl, die man durch Streichung des Kommas erhält (nur das Komma, nicht die Nach-

kommastellen!) geteilt durch 100 darstellen. So ist beispielsweise 

 

Dezimalbrüche lassen sich leicht addieren und subtrahieren, wenn ihr Nenner gleich ist (also 

wenn sie als Festkommazahlen die gleiche Anzahl von Nachkommastellen haben); bei der 

Iqhpelheg]pekj qj` `an @ereoekj andúdp oe_d `an Jajjan fa`k_d ej ]hhan Nacah $}Védhan i]h 

Védhan( Jajjan i]h Jajjan¨ ^vs* }Védhan i]h Jajjan( Jajjan i]h Védhan¨ ¬ zwei weitere 

Zeichenspiele) und damit auch die Zahl der Nachkommastellen. Um hier die Nachkommas-

tellenzahl konstant zu halten, muss ggf. gerundet werden. 

Bei der Inbetrachtnahme von Dezimalbrüchen muss man bedenken, dass 

die Nachkommastellen im Dualsystem eine andere Wertigkeit haben: So 

steht 0,1 für 0Θ20+1Θ21͛, also für ein Halbes und nicht für ein Zehntel. Tatsächlich ist die 

Darstellung der Dezimalzahl 0,1 im Dualsystem periodisch, hat also eine unendliche Anzahl 

von Nachkommastellen (so wie beispielsweise ein Drittel im Dezimalsystem; s. Ab-

schnitt 2.1). Man kann daher Dezimalbrüche im Dualsystem i. Allg. nur mit begrenzter Ge-

nauigkeit darstellen. 

 

Dezimalbrüche im 

Dualsystem  

3,33=
333

100
 

https://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Algorithmus
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Nun gibt es aber durchaus Anwendungen, in denen Genauigkeit auch 

nach dem Komma eine große Rolle spielt. Bestes Beispiel hierfür sind Re-

gistrierkassen, eine der ersten weiten Verbreitungen von Computern. Um die oben beschrie-

benen Probleme der Darstellung von Dezimalzahlen zu vermeiden, hat man die sog. binär 

codierten Dezimalzahlen  (engl. binary coded decimals, BCD) eingeführt, in denen Dezi-

malzahlen ziffernweise codiert werden, also für jede Stelle einer Dezimalzahl vier binäre 

Stellen reserviert werden. Die BCD-Repräsentation von Zahlen wird heute jedoch kaum 

mehr herangezogen (außer in Taschenrechnern vielleicht); stattdessen werden, wo Dezimal-

brüche verlangt werden, Gleitkommazahlen mit der Basis Zehn verwendet. 

Übrigens: Das deutsche Dezimalkomma ist im englischen Sprachraum ein 

Dezimalpunkt, und der deutsche Dezimalpunkt (zum Trennen von Tau-

sendern verwendet) ist im Englischen das Komma. Zwar versuchen Betriebssysteme (Kapi-

tel 12 in Kurseinheit 2), diese Unterschiede auszugleichen, indem sie eine automatische An-

passung der Ein- und Ausgabe von Zahlen an den eingestellten Sprachraum anbieten, doch 

machen Programmiersprachen (Kapitel 20 in Kurseinheit 3) bei der Darstellung von (kon-

stanten) Zahlen in Programmen diese Unterscheidung in aller Regel nicht und Verwechse-

lungen von Dezimalpunkt und -komma sind eine nicht zu vernachlässigende Fehlerquelle 

der Programmierung und Nutzung von Computern. 

2.6.3 Gleitkommazahlen  

Gleitkommazahlen  (auch Fließkommazahlen  genannt) erlauben die Darstellung von 

sehr großen und sehr kleinen Zahlen mit einer relativ kleinen, festen Anzahl von Stellen. Ist 

bei langen Zahlen die Zahl der zu ihrer Darstellung zur Verfügung stehenden Stellen er-

schöpft, werden die Stellen großer Zahlen so lange nach rechts und die Stellen kleiner Zah-

len so lange nach links verschoben, bis sie genau eine Stelle vor dem Komma haben; die 

Nachkommastellen werden dann entsprechend der zur Verfügung stehenden Stellenzahl 

abgeschnitten (ggf. nach einer Rundung). Dabei wird die Anzahl der durchgeführten Ver-

schiebungen gezählt und der so entstandenen Zahl beigeordnet. Sie kennen solche Zahlen-

paare vielleicht von Ihrem Taschenrechner: 1,0E9 (mit «E» als Trennzeichen) beispielsweise 

bedeutet hier 1.000.000.000 (eine Eins mit neun Nullen) und 1,1E-2 bedeutet 0,011. Der 

Preis ist natürlich ein Genauigkeitsfehler: 1.000.000.000,011 lässt sich als Gleitkommazahl 

nicht exakt darstellen, wenn man weniger als 13 Stellen zur Verfügung hat. Dieser Fehler 

vergrößert sich beim Rechnen mit Gleitkommazahlen und die mangelnde Berücksichtigung 

von Rundungsfehlern bei der Gleitkommaarithmetik ist ein häufiger Programmierfehler (ein 

konkretes Beispiel hierfür finden Sie in Abschnitt 22.1.3 in Kurseinheit 3). Gleichwohl ist die 

Gleichkommaarithmetik wichtiger Bestandteil gerade des wissenschaftlichen Rechnens und 

binär codierte  

Dezimalzahlen  

internationales  

Durcheinander  
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wird daher auf jedem heutigen Computer per Hardware unterstützt. Man sollte jedoch im-

mer die Möglichkeit in Betracht ziehen, dass ein berechnetes Ergebnis zu ungenau ist, um 

verwertbar zu sein.13 

2.6.4 Zahlen, die keine sind  

Manchmal werden zu den Zahlen aus solche hinzugerechnet, die definitionsgemäß keine 

sind. Dazu zählen minus und plus Unendlich sowie das Ergebnis undefinierter Rechenope-

rationen wie die Division durch 0 (manchmal NaN, für Not a Number, genannt). Erstere 

können in Zeichenspielen Verwendung finden, in denen zwei Zahlen verglichen werden sol-

len (jede echte Zahl ist größer als minus Unendlich und kleiner als plus Unendlich); letztere 

erlaubt, Rechnungen fortzusetzen, die eigentlich abgebrochen werden müssten (eben weil 

eine undefinierte Rechenoperation darin vorkommt, man also wohl einen Fehler gemacht 

hat). I]j okhhpa oe_d `]rkn dĀpaj( vq ch]q^aj( `]oo iep AejbĀdnqjc `eaoan }Okj`anv]dhaj¨ 

die dahinterstehenden Probleme aus der Welt geschafft wurden ¬ das Auftreten von NaN 

als Ergebnis einer Rechnung verlangt immer eine Ausnahmebehandlung , also eine Fest-

legung darauf, was in diesem Fall zu tun ist. 

2.7 Inkrement, Dekrement und die zeitliche Dimension  

Zwei Rechenoperationen, die in der Digitalisierung eine besondere Rolle spielen, sind die 

Addition und Subtraktion von 1, auch als Inkrement  und Dekrement  bezeichnet. Sie wer-

den zum Zählen, genauer zum Ab- und Aufzählen, verwendet, und geben damit den Zahlen 

die Bedeutung von Kardinalia und Ordinalia. Entsprechend können beide Operationen auch 

nur auf ganzen Zahlen angewendet werden. 

Dabei ist es günstig, dass sich das Zählen im Dualsystem als besonders einfaches Zeichen-

spiel realisieren lässt: Man wechselt dazu an jeder Stelle einfach nur zwischen «0» und «1» 

hin und her, und zwar 

¶ an der ersten Stelle immer für die jeweils nächste Zahl und 

¶ an der zweiten sowie allen weiteren Stellen immer dann, wenn die rechte Nachbar-

stelle auf «0» wechselt. 

                                                
13 Besonders gemein ist, dass man den Zahlen allein nicht ansieht, wie ungenau sie sind ¬ das hängt 

nämlich auch von ihrer Herkunft ab. So liegt der Fehler bei Ergebnissen von Rechenoperationen nicht 

jqn ej `aj saccah]ooajaj Vebbanj( okj`anj }s]j`anp¨ `qn_d Na_dajklan]pekjaj ]q_d ej `ea `]nca)

opahhpaj* Ok eop aeja Chaepgkii]v]dh iep bĀjb J]_dgkii]opahhaj a^aj je_dp qj^a`ejcp }]qb bĀjb 

Opahhaj caj]q¨( sajj oea `]o Anca^jeo einer Berechnung ist. Als Faustregel kann dienen, dass eine 

Zahl immer ungenauer wird, je mehr Schritte ihre Berechnung benötigte. Das (mechanisierte) Rech-

nen mit Gleitkommazahlen ist eine Wissenschaft für sich, in der immer noch aktiv geforscht wird. 

 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/NaN
https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlwort
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Die ersten sieben Schritte dieses Spiels sind nachfolgend dargestellt (wobei die Zahlen die 

Horizontale und die Zählfolge die Vertikale belegen): 

 

Beim achten Schritt würde die erste Stelle wieder auf «0» wechseln und mit ihr die zweite 

und auch die dritte Stelle. Sofern keine vierte Stelle vorgesehen ist, beginnt das Zählen damit 

wieder bei 000. Den Wechsel der dritten Stelle auf «0» kann man dann auch als Überlauf 

beim Zählen interpretieren (vgl. Abschnitt 2.4.1). Man beachte, dass das Zählen so nicht nur 

vollkommen mechanisch, sondern auch ohne die explizite Addition von 1 (ohne Verwen-

dung des in Abschnitt 2.4.1 dargestellten Zeichenspiels zur Addition) funktioniert. So ähn-

lich arbeiten übrigens auch mechanische Zähler im Dezimalsystem, wie man sie beispiels-

weise als Kilometerzähler kennt ¬ diese können auch nicht rechnen (und kennen im übri-

gen keinen Überlauf). 

Selbsttest: Spezifizieren Sie das Zeichenspiel für das Dekrement. 

Inkrement und Dekrement geben aber Zahlen nicht nur eine besondere 

Bedeutung (wenn man eine Zahl inkrementiert oder dekrementiert, dann verwendet man 

sie wohl zum Ab- oder Aufzählen) ¬ sie führen auch das Konzept des Zählers ein. Ein 

Zähler ist keine Zahl, sondern ein Behälter  für eine Zahl, dessen Inhalt, eben eine (ganze) 

Zahl, durch Inkrement und Dekrement verändert wird. Mathematisch kann man diesen Be-

hälter am ehesten mit einer Variable vergleichen, die ja auch für eine Zahl steht; es gibt aber 

fundamentale Unterschiede zwischen dem Konzept eines Behälters und dem einer mathe-

matischen Variable, so dass man diesen Vergleich mit Vorsicht genießen muss. Insbesondere 

steht ein Behälter im Allgemeinen sowie ein Zähler im Besonderen für zeitliche Veränder-

barkeit seines Inhaltes bzw. Wertes, während eine mathematische Variable für einen, wenn 

auch unbekannten, Wert steht (weswegen sie auch Unbekannte genannt wird) und unter-

schiedliche Werte alternative Werte sind, ohne dass die Zeit hier irgendeine Rolle spielen 

würde. Wenn also Ҋ eine mathematische Variable ist, die einen Zähler repräsentieren soll, 

dann wird das Inkrement mathematisch korrekt durch die Gleichung Ҋl=Ҋ+1 wiedergege-

ben, wobei Ҋl hier eine andere Variable ist, die für den neuen Wert des Zählers steht. Tat-

sächlich würde man einen Zähler mathematisch durch eine Folge von (indizierten) Variablen 

Zähler  und Behälter  
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beschreiben: Ҋҗ+1=Ҋҗ+1. Die Zeit ist kein Modus der Mathematik ¬ von Computern hin-

gegen schon (vgl. Abschnitte 11.2.2 und 18.2 in Kurseinheit 2). 

Tatsächlich hält mit der Betrachtung von Behältern die zeitliche Dimen-

sion Einzug in unsere Zeichenspiele: Während wir bei den vorherigen Zeichenspielen ledig-

lich Zeit benötigten, um sie durchzuführen, die Zeit aber keinerlei Einfluss auf das Ergebnis 

hatte, gibt es jetzt ein Vorher  und ein Nachher : Der Behälter hat vorher einen anderen 

Inhalt als nachher. Auf einem Blatt Papier brauchen wir dazu erstmals das Radiergummi: 

  Ĕ   Ĕ   

An den Stellen, an denen wir den alten Zählerstand notiert hatten, steht nach dem Inkre-

ment bzw. Dekrement der neue Zählerstand. Ist dieser Zählerstand Teil einer Berechnung 

gewesen, unterliegt auch diese Berechnung der Zeit: Erneut durchgeführt liefert sie ein an-

deres Ergebnis. Wenn das aus mathematischer Sicht auch nach einem Problem aussehen 

mag, so ist es doch Grundlage aller Computer (und auch vieler Algorithmen, die auf ihnen 

ausgeführt werden). 

Übrigens: So, wie Zahlen eine Länge haben (Abschnitt 2.2), haben Behäl-

ter eine Größe, die bestimmt, wie lang die Zahlen, die sie aufnehmen können, höchstens 

sein dürfen. Dies ist schon deswegen notwendig, weil man mehrere Behälter haben kann, 

die, wenn sie hintereinander angeordnet sind, sich nicht überlappen dürfen, selbst dann 

nicht, wenn die Länge einer darin gespeicherten Zahl (etwa beim Zählen) wächst. Über die 

Größe eines Behälters hinauszuschreiben ist ein schwerwiegender Fehler, der u. a. dazu 

führt, dass Zeichenspiele nicht korrekt funktionieren (s. dazu auch Abschnitt 27.2.3 in Kurs-

einheit 4) 

Man kann sich einen Behälter wie eine (reservierte) Folge von Kästchen 

(Karos) auf einem karierten Blatt Papier vorstellen, in denen geschrieben 

und radiert werden darf und die durch die Position auf dem Blatt Papier (und nicht ihren 

Inhalt) identifiziert werden. Die Position eines Behälters kann durch ein Koordinatensystem 

oder eine einfache Nummerierung aller Kästchen bestimmt werden; man kann den Behäl-

tern aber auch Namen geben. Die Namen können dann verwendet werden, um in Rech-

nungen auf den Inhalt der Behälter zuzugreifen, ganz so, wie die Namen von Variablen in 

einer Gleichung für ihren Wert stehen. 

3 Wahrheitswerte  

Was die Zahlen für die Mathematik sind, sind Wahr und Falsch für die Logik : Werte, mit 

`ajaj i]j j]_d ^aopeiipaj Nacahj }na_djaj¨ kann. Genau wie Zahlen sind die Wahr-

heitswerte  Wahr und Falsch für sich genommen vollkommen abstrakt ¬ der Bezug zu 

zeitliche Dimension  

Größe von Behältern  

Identifikation von 

Behältern  

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Logik
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Konkretem kann hergestellt werden, indem man sie Aussagen zuordnet, die dadurch als 

wahr oder falsch ausgezeichnet werden. Die }Rechenregeln̈  für Wahr und Falsch werden 

davon, welche Aussagen wahr oder falsch sind, nicht beeinflusst ¬ genau wie bei den 

Zahlen sind die Rechenregeln von einer konkreten Verwendung unabhängig. Ihre Bedeu-

tung für die Praxis liegt darin, dass ihre Anwendung auf reale Sachverhalte einen Sinn ergibt: 

Die Anwendung der Regeln der Logik in der Praxis wird von Menschen i. Allg. genauso 

wenig angezweifelt wie die Anwendung der Regeln der Arithmetik $}qjhkceo_da¨ =ncq)

mente werden in aller Regel verworfen).14 

Ähnlich wie bei Zahlen entwickeln Menschen schon sehr früh ein intuitives Verständnis von 

Logik. Dieses Verständnis ist aber insofern naiv, als es nicht vor Antinomien , also inneren 

Widersprüchen, die man mit dem mitgebrachten Logikverständnis nicht auflösen kann, 

schützt. Eine Auflösung dieser Widersprüche, die allgemein akzeptiert wird, wurde erst An-

fang des letzten Jahrhunderts gefunden, nachdem sich Philosophen und Mathematiker 

schon über zwei Jahrtausende damit gequält hatten. Sie beruht u. a. auf einer strengen 

Trennung von Objekt - und Metasprache , die jedoch für Menschen, die sich vor allem der 

natürlichen Sprache bedienen, um ihre Gedanken zu ordnen, schwierig ist ¬ unsere natür-

liche Sprache ist abgeschlossen, d. h., sie kennt keine verschiedenen Spracheebenen15 und 

man kann alles in ihr sagen. 

Ein klassisches Beispiel für eine Antinomie, oder widersprüchliche Aus-

sage, der kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann, ist der einfache 

Satz 

Dieser Satz ist falsch. 

Wäre dieser Satz tatsächlich falsch, dann müsste sein Gegenteil wahr, er also seinem Inhalt 

gemäß nicht falsch, sondern wahr sein; wäre er hingegen tatsächlich wahr, müsste er sei-

nem Inhalt gemäß falsch sein. Da sich dies nicht auflösen lässt, ist der Satz als unsinnig 

abzutun ¬ ihm kann keine Bedeutung zugeordnet werden. Mit der strikten Trennung von 

Objekt- und Metasprache können nun Antinomien einer solchen Bauart ausgeschlossen 

werden, indem man nämlich verlangt, dass nur in der Metasprache Aussagen über in der 

                                                
14 Leibniz hatte sich schon nicht nur mit der Mathematik, also den Zahlen, den Rechenoperationen 

und deren Gesetzmäßigkeiten beschäftigt, sondern auch mit der Sprache, also den Wörtern, den 

Sätzen und den Gesetzen der Logik. So hatte er unter anderem die Idee, Wörtern Zahlen zuzuordnen 

und so die logische Argumentation auf Rechenoperationen zurückzuführen, für die er eine Rechen-

maschine gebaut hatte, so dass er die Argumente würde ausrechnen und so die unter Philosophen 

Ā^he_daj aj`hkoaj @eogqooekjaj sĀn`a ]^gĀnvaj gújjaj $oaej ^anĀdipao }?]h_qhaiqoĠ¨%* Hae`an 

hatte seine (mechanische) Rechenmaschine Probleme beim Zehnerübertrag, so dass er schnell noch 

eine auf dem Dualsystem basierende in Auftrag gab, die einfacher zu konstruieren war. Tatsächlich 

wird heute vielerorts, nicht nur unter Philosophen, nicht mehr gestritten, sondern das Smartphone 

gezückt, um einen Faktencheck durchzuführen. Dieser bemüht ebenfalls das Dualsystem, nutzt die-

ses aber ganz anders, als Leibniz es sich erträumt hatte. 

15 es sei denn, man führt sie über bestimmte Konventionen wie beispielsweise den Gebrauch von 

Anführungszeichen, wie er in Kapitel 1 diskutiert wird, nachträglich ein 

 

Objekt - und  

Metasprache  

https://de.wikipedia.org/wiki/Antinomie
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Objektsprache formulierte Aussagen getroffen werden dürfen. Demnach müsste obiger 

Satz ein Satz der Metasprache sein und oe_d }`eaoan¨ ]qb aejaj $]j`anaj% O]pv ej `an K^)

jektsprache beziehen; welcher genau gemeint ist, wäre dann dem Kontext zu entnehmen. 

Heute wird die (mathematische) Logik praktisch immer als eine formale 

Sprache verstanden, deren Definition sich aus der ihrer Syntax  und der ihrer Semantik  

zusammensetzt. Dabei bestimmt die Syntax die Form der Ausdrücke (oder Sätze) der Spra-

che und die Semantik deren Bedeutung. Diese Unterscheidung, die auch für die Definition 

von Programmiersprachen zentral ist (s. Abschnitt 20.1 in Kurseinheit 3), erlaubt in der Logik 

die Abtrennung eines förmlichen, auf Zeichenspielen beruhenden (syntaktischen) Schluss-

folgerungsmechanismus von einem inhaltlichem (semantischen) Schlussfolgerungsbegriff. 

Diese Trennung erlaubt es wiederum, sich bei der Beantwortung logischer Fragestellungen 

ganz auf Zeichenspiele verlegen zu können und somit die Knoten im Hirn, die die Beant-

wortung dieser Fragestellungen auf der inhaltlichen, logischen Ebene nur allzu leicht verur-

sachen kann, zu vermeiden. Ich werde diese Trennung hier jedoch nur andeuten, zum einen, 

weil ich die Analogie zur Behandlung von Zahlen (Kapitel 2) herausstellen will (bei der ich 

auf Syntax und Semantik gar nicht eingegangen bin), zum anderen, weil es der Zeichen-

spiele in der Digitalisierung viele gibt und ich denen der (mathematischen) Logik nicht un-

verhältnismäßig viel Platz geben will. 

Genau wie Zahlen werden die Wahrheitswerte Wahr und Falsch mithilfe 

von Zeichen aufgeschrieben. Da es nur zwei Wahrheitswerte gibt (im Ge-

gensatz zu unendlich vielen Zahlen), ist dafür aber kein Stellenwertsystem notwendig ¬ 

jedes Zeichen entspricht für sich einem Wahrheitswert. Dabei werden zur Darstellung der 

Wahrheitswerte häufig «1» und «0» für Wahr und Falsch verwendet; ihre Bedeutung, ins-

besondere, dass es sich dabei nicht um Ziffern einer Dualzahl, sondern um Wahrheitswerte 

handeln soll, muss dann aus dem Kontext oder ihrer Verwendung geschlossen werden. Um 

nicht unnötig Verwirrung zu stiften (und aus pädagogischen Gründen; s. Kapitel 10) ver-

wende ich hier «W» und «F» als Zeichen für Wahr für Falsch (in tabellarischen Darstellungen 

auch ohne die Anführungszeichen); für die Werte (die Bedeutung der Zeichen) bleibe ich 

bei den Wörpanj }S]dn¨ qj` }B]ho_d¨( oapva sie aber ¬ zur Kennzeichnung als Werte ¬ 

kursiv. 

3.1 Rechnen mit Wahrheitswerten: logische Operatoren  

Um mit Wahrheitswerten zu }na_djaj¨ verwendet man logische Verknüpfungen, oder 

Operatoren (entsprechend den arithmetischen Operatoren +,  ͛usw.). Die klassischen logi-

o_daj Klan]pknaj daeäaj }Uj`¨ (die Konjunktion )( }O`an¨ (die Disjunktion ) qj` }Ne_dp¨ 

(die Negation ); sie werden heute meistens mit den Zeichen «᷈ » (für Und), « »᷉ (für Oder) 

und «¬» (für Nicht) notiert. Ihre Bedeutung, oder Semantik, wird durch die folgende, Wahr-

heitstabelle  oder Wahrheitst afel  genannte Tabelle festgelegt: 

Syntax und Semantik  

 

Zeichen für Wahr  

und Falsch 

 

https://www.fernuni-hagen.de/fu-search/index.jsp?query=01141
https://de.wikipedia.org/wiki/Wahrheitstabelle
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Man beachte, dass es sich dabei eigentlich um drei Wahrheitstafeln handelt (eine für jeden 

Operator), die jedoch aus anschaulichen Gründen zu einer zusammengefasst sind. In der 

Tabelle stehen ף und פ als Platzhalter für die Operanden der Operatoren ,᷈  ᷉und ¬, die 

jeweils Wahr («W») oder Falsch («F») sein können.16 Wenn man beispielsweise wissen 

möchte, was Falsch  ᷈Wahr ergibt, dann sucht man die Zeile, in der unter ף «F» und unter 

ף᷈ W» steht, und liest den Wert in derselben Zeile der Spalte» פ  .ab (hier: «F» für Falsch) פ

Man beachte, dass der Operator ᷉  nicht immer der umgangssprachlichen Bedeutung von 

Oder ajpolne_dp( `ea i]j_di]h ]q_d `ea rkj }ajpsa`an k`an¨ oaej g]jj $`]o okc* exklu-

sive Oder , das Falsch ergibt, wenn beide Operanden Wahr sind, im Gegensatz zum inklu-

siven Oder  der Logik, bei dem auch beide Operanden Wahr sein dürfen, um Wahr zu 

ergeben). Man beachte ferner die Analogie von Wahrheitstafeln und den Additionstabellen 

aus Abschnitt 2.4.1: Die Verknüpfung von Wahrheitswerten mit logischen Operatoren lässt 

sich wie die Addition von zwei Ziffern rein mechanisch, nämlich durch Nachschlagen in einer 

Tabelle bewerkstelligen. 

Genau wie mit den arithmetischen lassen sich auch mit den logischen 

Operatoren längere Ausdrücke bilden. So sind beispielsweise ¬҇ Ѷ᷉ oder 

҇ Ѷ᷈᷉ ¬҇ ¬᷈Ѷ logische Ausdrücke, in denen mehr als ein Operator vor-

kommt. Ihr Wert lässt sich durch wiederholtes Nachschlagen in den Wahrheitstafeln für ,᷈ 

 ᷉und ¬ bestimmen, wenn man weiß, dass }¬ vor ᷈  geht und  ᷈vor ᷉  ̈(so wie in der Arith-

metik }Lqjgpna_djqjc rkn Opne_dna_djqjc geht )̈. Für ¬҇ Ѷ᷉ liest man also zunächst den 

Wert von ¬҇  , Ѷ, in der Wahrheitstafel von ¬ ab und dann den von Ѷ᷉ Ѷ in der Tafel von 

.᷉ Wünscht man sich eine andere Bindung der Operatoren, muss man (genau wie bei arith-

metischen Ausdrücken) Klammern setzen, also beispielsweise ¬(҇ Ѷ᷉). Man beachte, dass 

die Auswertung logischer Ausdrücke nichts mit logischem Denken zu tun hat ¬ es ist ein-

mal mehr ein reines Zeichenspiel. 

Während es von den einstelligen logischen Operatoren mit der Negation 

nur einen interessanten (von insgesamt vier möglichen) gibt, gibt es von 

den zweistelligen mehr (hier sind 16 möglich). Neben dem bereits erwähnten exklusiven 

Oder finden vor allem die Implikation , häufig mit «̘Ç jkpeanp qj` ]ho }~ impliziert ~ ,̈ 

}]qo ~ bkhcp ~¨ k`an }sajj ~, `]jj ~¨ gelesen, und die Äquivalenz , mit «̚» notiert 

                                                
16 Hier und im folgenden schreibe ich ᷈ ,  ᷉und ¬, wenn die logischen Operatoren Und, Oder und 

Nicht und nicht die sie bezeichnenden Zeichen («᷈», « »᷉ und «¬») gemeint sind. 

logische Ausdrücke 

und ihr 

Wahrheitswert  

Implikation und 

Äquivalenz  

Operanden Ergebnisse der Operationen 

ף᷈ פ ף ף᷉ פ  ף¬ פ

F F F F W 

F W F W W 

W F F W F 

W W W W F 
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qj` ]ho }sajj qj` jqn sajj ~( `]jj ~  ̈k`an }~ caj]q `]jj( sajj ~¨ gelesen, Ver-

wendung. Ihre Bedeutung lässt sich der folgenden Wahrheitstafel entnehmen: 

 

Man beachte, dass ̘  und ̚  Operatoren sind, die auf einer Ebene mit ᷈,  ᷉und ¬ stehen. 

Dies ist insofern wichtig zu verstehen, als die Begriffe (nicht die Zeichen!) der Implikation 

und der Äquivalenz mit einer anderen Bedeutung auch auf der Metaebene, bei der Recht-

fertigung der Zeichenspiele der Logik, vorkommen und dort sogar eine zentrale Rolle spie-

len. Um damit einhergehende Verwirrungen zu vermeiden kann es helfen, zu wissen, dass 

̘ (zu besseren Unterscheidung auch materiale Implikation17 genannt) und ̚  (materiale 

Äquivalenz) auch durch eine Kombination von ᷈ ,  ᷉und ¬ ersetzt werden können. Es gilt 

nämlich 

̘ף  ף᷉¬   ᵾ   פ  פ

und 

̚ף  ף᷈)   ᵾ   פ ᷉(פ ף᷈¬)  (פ¬

wobei hier «ᵾ» die Äquivalenz auf der Metaebene, auch logische  oder semantische 

Äquivalenz  genannt, bezeichnet und bedeutet: Egal, ob ף und פ Wahr oder Falsch sind ¬ 

auf der linken und der rechten Seite kommt stets das gleiche heraus, sie sind gleichbedeu-

tend. Und in der Tat ergibt der Vergleich der linken und der rechten Seite der ersten obigen 

Äquivalenz in einer Wahrheitstafel 

 

Man kann also auch ¬᷉ף ̘ף anstelle von פ   .schreiben ¬ am Ergebnis ändert das nichts פ

                                                
17 @ea >avae_djqjc }i]pane]h¨ eop( sea reaha ]j`ana J]iajos]dhaj ej `an Hkceg( je_dp oah^opranopéj`)

lich, sondern nur aus der Geschichte der Logik heraus erklärbar. Ohne Kenntnis dieser Geschichte 

muss man die Namen einfach hinnehmen, was Erwachsenen zugegebenermaßen schwerfallen mag. 

Operanden Ergebnisse 

̘ף פ ף ̚ף פ  פ

F F W W 

F W W F 

W F F F 

W W W W 

 

ף᷉¬ ף¬ פ ף ̘ף פ  פ

F F W W W 

F W W W W 

W F F F F 

W W F W W 
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Selbsttest: Stellen Sie die vergleichende Wahrheitstafel auch für die oben behauptete Äqui-

valenz von ̚ף ף᷈) und פ ᷉(פ ף᷈¬)  .auf (פ¬

Wie aber kommt es zu den Wahrheitstafeln und der damit einhergehen-

den Bedeutungsfestlegung der Operatoren? Zunächst einmal ist festzuhalten, dass es für 

zweistellige logische Operatoren (Operatoren mit zwei Operanden) und eine Logik mit nur 

zwei Werten (Wahr und Falsch) überhaupt nur 16 verschiedene Wahrheitstafeln geben kann 

¬ die Möglichkeiten wachsen also nicht in den Himmel. Die Wahrheitstafeln für ᷈ ,  ᷉und 

¬ sind so ausgesucht, dass sie der umgangssprachlichen Bedeutung von Und, Oder und 

Nicht weitgehend entsprechen und so erlauben, alltäglichen Sachverhalten mithilfe der Lo-

gik eine Form zu geben. Die Fassung der Semantik von ̘  und ̚  durch Wahrheitstafeln 

erscheint, gemessen an der der umgangssprachlichen Bedeutung von Implikation und Äqui-

valenz, erstaunlich schlicht; wie wir noch sehen werden, ist sie aber vollkommen angemes-

sen. Grundsätzlich bleibt jedoch anzumerken, dass die Auswahl der logischen Operatoren 

und ihre Belegung mit Wahrheitstafeln einer gewissen Willkür unterliegt (so war Oder früher 

einmal als exklusives Oder definiert) und dass das, was hier so dogmatisch erscheint, das 

Ergebnis einer weit über hundertjährigen Reise ist. Die mathematische Logik ist, genau wie 

die Mathematik selbst, gewachsen. 

Selbsttest: Stellen Sie Wahrheitstafeln für alle 16 möglichen zweistelligen Operatoren auf. 

Was fällt Ihnen auf? Können Sie alle Operatoren mithilfe von ᷈ ,  ᷉und ¬ nachbilden? 

3.2 Aussagenlogik  

Die Aussagenlogik  ist eine einfache Form der Logik, bei der es, wie der Name nahelegt, 

um die Wahrheit (den Wahrheitswert) von Aussagen geht. Dabei entsprechen einfache 

Oépva sea }@ea Okjja o_daejp*¨ k`an }Ao eop s]ni*¨ elementare n Aussagen , die jeweils 

für sich wahr oder falsch sein können. Mittels logischer Operatoren, wie Sie sie im vorheri-

gen Abschnitt kennengelernt haben, lassen sich aus elementaren Aussagen zusammenge-

setzten Aussagen  bilden. Die Aussagenlogik ist damit einer einfachen, auf die Formulie-

rung logischer Zusammenhänge abzielenden natürlichen Sprache nachempfunden. 

Ob eine elementare Aussage wahr oder falsch ist, ist zunächst nicht Ge-

genstand der Aussagenlogik ¬ vielmehr regelt sie, wie sich der Wahr-

heitswert von zusammengesetzten Aussagen aus den Wahrheitswerten 

ihrer elementaren Aussagen bestimmt. Die Zuordnung von Wahrheitswerten zu Aussagen 

entspricht dabei in etwa der Zuordnung von Zahlen zu Eigenschaften (wie beispielsweise 

dem Gewicht oder der Länge) von Objekten eines interessierenden Sachverhalts: Die zuge-

ordneten Werte können mit Zeichenspielen verarbeitet und das Ergebnis wieder auf den 

Sachverhalt rückübertragen werden (vgl. dazu Kapitel 2). Elementare Aussagen werden da-

her in der Aussagenlogik in der Regel durch Buchstaben («A», «B» usw.) repräsentiert, die 

vom Inhalt der Aussage abstrahieren und die man sich wie Variablen für Wahrheitswerte 

vorstellen kann (ähnlich wie man die Variablen ҕ,  ̓usw. für die Länge, Volumen usw. von 

Quell  der Wahrheit  

 

Analogie zur 

angewandten 

Mathematik  

https://de.wikipedia.org/wiki/Aussagenlogik
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etwas verwendet). Im Folgenden setze ich die Buchstaben, die in aussagenlogischen Aus-

drücken für elementare Aussagen stehen, kursiv (und lasse die schweizerischen Anführungs-

striche weg). 

Aus elementaren Aussagen lassen sich wie gesagt mithilfe logischer Operatoren zusammen-

gesetzte Aussagen bilden. So ist z. B. 

}die Sonne scheinẗ  ᷈ }es ist warm̈ 18 

eine zusammengesetzte Aussage. Sie ist nach der Wahrheitstafel für  ᷈dann und nur dann 

wahr, wenn beide Einzelaussagen wahr sind. Bei der Betrachtung dieser zusammengesetz-

ten Aussage ist es unerheblich, ob die Sonne wirklich scheint oder ob es wirklich warm ist 

¬ aussagenlogisch betrachtet hätte man genauso gut 

 ѱ᷈ Ѳ  

schreiben können, denn der Realitätsbezug der beiden obigen meteorologischen Feststel-

lungen existiert nur für den menschlichen Leser und ist für die Aussagenlogik als Zeichen-

spiel ohne Bedeutung. Gleichwohl kann man sich durch einen Realitätsbezug davon über-

zeugen, dass die Regeln, nach denen logische Zeichenspiele vollzogen werden, einen prak-

tischen Wert haben (genauso wie die der Arithmetik; vgl. Abschnitt 2.4). So ist beispiels-

weise die zusammengesetzte Aussage 

¬ $}die Sonne scheinẗ  ᷈ }es ist warm̈ % 

dann und nur dann wahr, wenn }die Sonne scheint  ̈oder }es ist warm̈  falsch sind19 (lo-

gisch, oder etwa nicht?) ¬ es gilt nämlich 

¬ (}die Sonne scheinẗ  ᷈ }es ist warm̈ )  ᵾ  ¬}die Sonne scheinẗ  ᷉ ¬}es ist warm̈  

oder, abstrakter,  

 ¬(ѱ᷈ Ѳ)  ᵾ  ¬ѱ᷉ ¬Ѳ 

wie man sich anhand eines Vergleichs der für die linke und die rechte Seite dieser semanti-

schen Äquivalenz aufgestellten Wahrheitstafeln vergewissern kann (ja, es ist tatsächlich lo-

gisch!). Man kann also in einer Aussage ¬(ѱ᷈ Ѳ) und ¬ѱ᷉ ¬Ѳ per Zeichenspiel gegeneinan-

der austauschen, ohne dass sich am Wahrheitswert der Aussage etwas ändert ¬ erwiese-

nermaßen! 

                                                
18 Hier und im folgenden schreibe ich, der besseren Lesbarkeit wegen, auch ganze Sätze als Phrasen, 

wenn sie Aussagen im aussagenlogischen Sinn darstellen sollen. 

19 @ea Ransaj`qjc `ao qjcn]ii]peo_d ]jiqpaj`aj Lhqn]h }oej`¨ ]j `eaoer Stelle soll klarstellen, 

`]oo iep `ai `]o Oq^fagp ^eh`aj`aj }k`an¨ `]o inklusive Oder gemeint ist.  
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Selbsttest: Überlegen Sie sich, welche Äquivalenz für zusammengesetzte Aussagen der Form 

¬(ѱ᷉ Ѳ) gilt. Hat Ihnen Ihr mitgebrachtes Logikverständnis dabei geholfen? 

3.2.1 Erfüllbarkeit  und Allgemeingültigkeit  

Der Wahrheitswert aussagenlogischer Ausdrücke leitet sich also systematisch aus den Wahr-

heitswerten der darin vorkommenden elementaren Aussagen ab. Man kann daher die Frage 

stellen, welche Wahrheitswerte die elementaren Aussagen eines Ausdrucks haben müssen, 

damit der Ausdruck insgesamt wahr ist, und ob es überhaupt solche Konstellationen gibt. 

Letztere Frage nennt man auch die Frage der Erfüllbarkeit ; dass sie gerechtfertigt ist, kann 

man daran erkennen, dass schon der einfache Ausdruck ѱ᷈ ¬ѱ nicht erfüllbar ist (sowohl 

Wahr  ᷈Falsch als auch Falsch  ᷈Wahr ergeben Falsch). Unerfüllbare Aussagen nennt man 

auch Kontradiktionen ; ihre Falschheit ist inhärent, d. h., sie wohnt ihnen inne und hängt 

nicht von den Wahrheitswerten der darin enthaltenen elementaren Aussagen ab. 

Die Frage der Erfüllbarkeit aussagenlogischer Ausdrücke ist ein viel allge-

meineres Problem, als man es angesichts seiner Schlichtheit vermuten 

würde. Das ergibt sich daraus, dass sich viele andere Probleme auf ein 

Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik , auch SAT-Problem  genannt, zurückführen 

lassen ¬ hat man das Erfüllbarkeitsproblem gelöst, hat man zugleich das Ursprungsproblem 

gelöst. Man ist daher sehr an Verfahren interessiert, die Erfüllbarkeitsprobleme mit mög-

lichst wenig Aufwand lösen können. Die Suche nach solchen Verfahren hält unvermindert 

an; man vermutet jedoch, dass es kein Verfahren gibt, das beliebige Erfüllbarkeitsprobleme 

entscheidend schneller lösen kann als alle bisher bekannten Verfahren. 

Dabei ist die Frage der Erfüllbarkeit aussagenlogischer Ausdrücke im 

Grunde ganz einfach mithilfe ihrer Wahrheitstafeln zu beantworten: 

Ergibt sich in mindestens einer Zeile der Wahrheitstafel eines Ausdrucks Wahr als sein Wert, 

ist er erfüllbar, andernfalls nicht. Allerdings wächst die Größe der Wahrheitstafeln mit der 

Anzahl der elementaren Aussagen, die in den Ausdrücken vorkommen, exponentiell: Für n 

elementare Aussagen hat eine Wahrheitstafel 2n Zeilen. Für viele Problemstellungen, die 

man als Erfüllbarkeitsprobleme ausdrücken kann, ist die Zahl der elementaren Aussagen 

aber so groß, dass sich die dazugehörigen Wahrheitstafeln nicht mehr vollständig aufschrei-

ben lassen, schon weil die Zeit dafür nicht reicht. Nur wenn man viel Glück hat, findet sich 

eine Kombination von Wahr und Falsch, die Wahr ergibt, schon am Anfang einer Tafel; 

sonst ist man darauf angewiesen, bestimmte Regelmäßigkeiten im Ausdruck zu erkennen 

und daraus Probierreihenfolgen abzuleiten, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit frü-

her zum Ziel führen. 

Das Gegenteil einer unerfüllbaren Aussage, eine allgemeingültige Aus-

sage (in der Logik auch Tautologie  genannt), liegt vor, wenn eine Aus-

sage immer, also unter allen möglichen Zuordnungen von Wahrheitswerten zu den elemen-

taren Aussagen, die darin vorkommen, wahr ist. So ist beispielsweise ѱ᷉ ¬ѱ allgemeingültig 

Erfüllbarkeits -

problem der 

Aussagenlogik  

 

Ursache des 

Problems  

allgemeingültige 

Aussagen  

https://de.wikipedia.org/wiki/Erfüllbarkeitsproblem_der_Aussagenlogik
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(sowohl Wahr  ᷉Falsch als auch Falsch  ᷉Wahr ergeben Wahr). Die Wahrheit ist allgemein-

gültigen Aussagen also, genau wie die Falschheit unerfüllbaren, inhärent. Allgemeingültig-

keit kann man, genau wie die (Un)Erfüllbarkeit, mithilfe einer Wahrheitstafel feststellen; die 

Probleme sind allerdings ebenfalls dieselben. 

Es sind übrigens zwei aussagenlogische Ausdrücke ף und פ genau dann 

semantisch äquivalent (geschrieben als ף ᵾ פ) und damit gegeneinander 

austauschbar, wenn ̚ף allgemeingültig פ  (eine Tautologie) ist. 

Selbsttest: Überprüfen Sie diese Behauptung anhand aller bisher angeführten semantischen 

Äquivalenzen. 

3.2.2 Logische Schlussfolgerung  

@ea Hkceg c]jv ]hhcaiaej $qj` okiep ]q_d `ea =qoo]cajhkceg% `eajp `an =ncqiajp]pekj }iep 

bkni]han Opnajca¨* Sie ist die formale Grundlage dessen, was man umgangssprachlich mit 

}@]o eop `k_d hkceo_dĠ¨ iaejp* Insbesondere möchte man mithilfe der Logik aus Fakten den 

Wahrheitsgehalt (oder -wert) von Behauptungen (Thesen) ableiten können und so aus be-

stehendem Wissen neues Wissen gewinnen. Dies geschieht mithilfe der semantischen  oder 

logischen Schlussfolgerung ; sie erlaubt es, aus der Wahrheit von Aussagen auf die ande-

rer zu schließen. 

Man könnte nun versucht sein, die (materiale) Implikation ­ (die ja auch 

]ho }sajj `]jj¨ cahaoaj wird; s. o.) mit der logischen Schlussfolgerung, 

die ebenfalls eine Form der Implikation darstellt, gleichzusetzen. Tatsächlich legt eine Aus-

o]ca sea }sajj ao s]ni eop( ^ej e_d `n]qäaj¨ aeja O_dhqoobkhcanqjc j]da, insbesondere 

dann, wenn man noch die Auoo]ca }ao eop s]ni¨ dejvqjeiip* Jedoch ist in der Sprache 

der Aussagenlogik mit den beiden obigen Aussagen gar nicht gesagt, ob es warm ist oder 

ob die Implikation gilt ¬ beide Aussagen könnten ja (wie jede Aussage, die keine Tautologie 

ist) auch falsch sein (wobei sich letzteres daraus ergibt, dass es zwar warm ist, ich aber nicht 

draußen bin; vgl. die Wahrheitstafel von ̘  in Abschnitt 3.1). Eine Aussage hinzuschreiben 

heißt noch nicht, dass sie wahr ist. Das ist ganz so wie bei Gericht. 

Nun kann man aus nichts nichts schlussfolgern und so müssen am Anfang 

Fakten stehen, also Aussagen, deren Wahrheit entweder feststeht oder vorausgesetzt wird. 

Ok gújjpa ei k^ecaj >aeoleah }ao eop s]ni¨ k`an ¬}ao eop s]ni¨ $]^an jqn aejao rkj ^ae)

den!) Fakt sein. Eine unbedingt wahre aussagenlogische, elementare oder zusammenge-

setzte Aussage nennt man Axiom ; ihre Wahrheit muss entweder in ihr selbst liegen (die 

Aussage muss allgemeingültig oder eine Tautologie sein; s. o.) oder extern begründet wer-

den (z. B. mit Fakten oder Gesetzmäßigkeiten der Domäne, über die man Aussagen machen 

möchte und in der man die Gesetze der Logik anwenden will). Dabei unterliegt die Festle-

gung der Axiome einer gewissen Freiheit ¬ so gibt es beispielsweise verschiedene, konkur-

rierende Axiomatisierungen der Mengenlehre. Allerdings sollte die Menge der Axiome so 

gewählt sein, dass man mithilfe der Schlussfolgerung alle Fragen beantworten kann, die für 

Allgemeingültigkeit 

und semantische 

Äquivalenz  

materiale  vs. logische 

Implikation  

Axiome  
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eine gegebene Aufgabenstellung von Bedeutung sind; zudem muss sie in sich widerspruchs-

frei sein, da sich sonst beliebiges ]qo edn o_dhqoobkhcanj héoop $}ex contradictione sequitur 

quodlibet¨%* 

Hat man eine Menge von Axiomen, dann kann man mithilfe von Schluss-

folgerungs regel n (auch Schluss- oder Ableitungsregel n genannt) von 

weiteren elementaren oder zusammengesetzten Aussagen feststellen, dass sie wahr sein 

müssen. Eine Schlussfolgerungsregel besteht dabei aus einer Anzahl von Aussagen, die die 

Voraussetzung der Schlussfolgerung sind und die auch Prämissen genannt werden, und 

einer Aussage, die das Gefolgerte darstellt und die auch Konklusion  genannt wird. Zwei 

einfache Schlussfolgerungsregeln sind beispielsweise  

 

wobei hier jeweils die Prämisse über dem Strich und die Konklusion unter dem Strich steht 

und ף und פ als Platzhalter, oder Metavariablen, für beliebige Aussagen stehen. Die Platz-

halter machen den Schemacharakter der Regeln deutlich: Bei ihrer Anwendung auf einen 

konkreten Fall werden sie durch konkrete Aussagen ersetzt. Sajj ]hok ^aeoleahosaeoa }ao 

eop s]ni¨  ᷈}e_d ^ej `n]qäaj¨ cehp( `]jj g]jj i]j iepdehba `an Nacahj }ao eop s]ni¨ ^vs* 

}e_d ^ej `n]qäaj¨ bkhcanj* Die beiden Regeln sind dadurch logisch gerechtfertigt, dass in 

der Wahrheitstafel von ᷈  da, wo für ᷈ף  Wahr steht (dass פ .bzw ף Wahr steht, auch für פ

also, wenn ᷈ף  :(wahr sein muss פ .bzw ף wahr sein soll, auch פ

 

Die Wahrheitstafel wird hier also gewissermaßen rückwärts gelesen (es wird vom Ergebnis 

auf die Operanden geschlossen). 

Übrigens: Die Wahl der Notation für die Schlussfolgerungsregeln macht die Unterscheidung 

zwischen Objektsprache (Aussagenlogik) und Metasprache (Schlussfolgerungsregel) auch 

auf dem Papier deutlich: Die gezielte Nutzung der zweiten Dimension deutet an, dass mit 

der Schlussfolgerungsregel etwas über die Aussagenlogik ausgesagt wird, was nicht in einer 

Ebene mit den Aussagen, die in der Sprache der Aussagenlogik formuliert sind, steht. Das 

ist bei alternativen, linearen (einzeiligen) Schreibweisen (die beispielsweise «ᵼ» oder «Ṳ» 

anstelle des Schlussfolgerungsstrichs verwenden) nicht so offensichtlich. 

Die wohl bekannteste Schlussfolgerungsregel hat die Form 

 

Schlussfolgerungs -

regeln  

Modus ponen s 

ף᷈ פ

ף
        qj ̀       

ף᷈ פ

פ
  

ף᷈ פ ף  פ

F F F 

F W F 

W F F 

W W W 

 

̘ף      ף פ

פ
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Sie wird Modus ponens  genannt und besagt, dass wenn ף wahr und auch ̘ף  wahr פ

ist, dass dann פ folgt, also ebenfalls wahr sein muss.20 Mit der Anwendung des Modus 

ponens wird also der Zusammenhang vollzogen, der mit ̘ף  auf der objektsprachlichen פ

Ebene behauptet und durch die vorausgesetzte Wahrheit dieser Implikation festgestellt 

wurde. Sajj ]hok ^aeoleahosaeoa }ao eop s]ni¨ ein Axiom ist (das Gegenteil also gar nicht 

ej >apn]_dp cavkcaj san`aj iqoo% qj` }sajj ao s]ni eop( ^ej e_d `n]qäaj¨ a^ajb]hho ein 

Axiom ist (man also die Möglichkeit, dass die Implikation nicht wahr ist, ausschließen kann), 

`]jj g]jj i]j bkhcanj( `]oo ]q_d }e_d ^ej `n]qäaj¨ nur wahr sein kann. Dies ergibt sich 

unmittelbar aus der Wahrheitstafel von ̘ : Wenn man die Zeilen, in denen für ף oder für 

̘ף Wahr פ Falsch steht, streicht, dann bleibt nur noch eine Zeile, und in der steht für פ : 

 

Wenn man hingegen ¬ף zum Axiom erhebt (also festlegt, dass ף den Wert Falsch hat), 

müssen anstelle der ersten beiden die letzten beiden Zeilen gestrichen werden, so dass sich 

für den Wert von פ nichts ableiten lässt ¬ er kann Wahr oder Falsch sein. Man sieht also, 

dass die Wahrheitstafel von ̘ , der materialen Implikation, genau die Schlussfolgerungen 

erlaubt, die man erwarten würde (vgl. Abschnitt 3.1). Dabei gilt der Modus ponens ge-

nauso, wenn man darin ̘ף ף᷉¬ durch פ  .ersetzt פ

Während aus der Wahrheit von ¬ף und von ̘ף  פ¬ die Wahrheit von פ

zu folgern ein Trugschluss ist (dies gilt nur für ¬ף und ̚ף ist der sog. Modus tollens ,(פ  

sehr wohl eine gültige Schlussfolgerungsregel 

 

wie man sich anhand einer weiteren Betrachtung der Wahrheitstafel von ̘  überzeugen 

kann. So kann man beispielsweise aus dem Wissen }wenn die Sonne scheint und es warm 

ist, dann ist Sommer̈  qj` }es ist nicht Sommer̈  `]o Seooaj }es ist nicht warm oder die 

Sonne scheint je_dp¨ o_dhqoobkhcanj. 

Oah^oppaop6 >apn]_dpaj Oea `ea ^ae`aj =qoo]caj }jea aoo e_d Aooec¨ qj` }aoo e_d Aooec( aoo e_d 

Aooec vqi O]h]p¨* Gújjaj oea ^ae`a gleichzeitig wahr sein oder sind sie widersprüchlich? 

Was können Sie daraus ableiten, wenn Sie sie als Axiome auffassen? 

                                                
20 Man beachte, dass hier die metasprachliche Konjunktion implizit ist ¬ ihr Zeichen ist der Abstand 

zwischen ף und ̘ף  .פ

Modus tollens  

̘ף פ ף  פ

F F W 

F W W 

W F F 

W W W 

 

̘ף פ¬      פ

ף¬
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Die Mächtigkeit der logischen Schlussfolgerung beruht darauf, dass man 

abgeleitete wahre Aussagen wie Axiome als Prämissen für weitere 

Schlussfolgerungen verwenden darf und so Schlussfolgerungsketten  

bilden kann. Dies wird im folgenden Beispiel, in Form eines Zeichenspiels auf Papier ausge-

führt, ausgenutzt. Nehmen Sie dazu  

 

als elementare Aussagen sowie 

 

als Axiome an. Es soll also u. a. ѱ $}ao eop s]ni¨% s]dn oaej( ]^an Ā^an `aj S]dndaeposanp 

der atomaren Aussagen Ѳ, ѳ und Ѵ ist zumindest direkt nichts gesagt. Aus den Axiomen 

lässt sich aber der Reihe nach die Wahrheit von Ѳ (}e_d ^ej `n]qäaj¨%, ¬ѳ (}e_d dúna `]o 

Telefon nicht )̈ und ¬Ѵ (}ich habe keinen Bereitschaftsdiensẗ) wie folgt per Zeichenspiel 

schlussfolgern $sk^ae dean }$IL%¨ `ea =nwendung des Modus lkjajo qj` }$IP%¨ `ea =j)

wendung des Modus tollens kennzeichnet): 

 

Es sind also erwiesenermaßen Ѳ wahr sowie ѳ und Ѵ falsch. 

Lässt man das Axiom ѱ weg, kann aus den übrigen Axiomen immer noch 

die Wahrheit von ѱ̘ ¬ѳ, Ѳ̘ ¬Ѵ und ѱ̘ ¬Ѵ geschlossen werden. Dies 

folgt aus der semantischen Äquivalenz von ̘ף ̘פ¬ und פ  sowie ף¬

der mehrmaligen Anwendung der Kettenschlussregel  

 

Die abgeleiteten Implikationen sagen zwar nichts über den Wahrheitsgehalt der elementa-

ren Aussagen aus, stellen aber dennoch einen Erkenntnisgewinn dar. Wenn Sie nun finden, 

Schlussfolgerung s-

ketten  als 

Zeichenspiel  

Ableitung wahrer 

zusammengesetzter 

Aussagen  

ѱ }ao eop s]ni¨ 

Ѳ }e_d ^ej `n]qäaj ̈

ѳ }e_d dúna `]o Pahabkj¨ 

Ѵ }e_d d]^a >anaepo_d]bpo`eajop¨ 

 

ѱ̘ Ѳ }wenn es warm ist, bin ich draußen̈  

Ѳ̘ ¬ѳ }wenn ich draußen bin, höre ich das Telefon je_dp¨ 

Ѵ̘ ѳ }wenn ich Bereitschaftsdienst habe, dúna e_d `]o Pahabkj¨ 

ѱ }es ist warm̈  

 

̘ף ̘פ      פ ץ

̘ף ץ
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dass an der gewonnenen Implikation }sajj ao s]ni eop( d]^a e_d gaejaj >anaepo_d]bpo)

diejop¨ (ѱ̘ ¬Ѵ) inhaltlich etwas nicht stimmen kann (durch Herstellung eines Realitätsbe-

zuges), dann bedeutet dies nicht, dass Sie die Zeichenspiele der Logik anzweifeln sollten, 

sondern dass Sie die Axiome inhaltlich infrage stellen müssen. Das ist kein Tabubruch, son-

dern gute wissenschaftliche Praxis ¬ Axiome können auch mal falsch sein (dann aber hof-

fentlich nur irrtümlich). 

Selbsttest: Eine Schlussfolgerungsregel mit Prämissen 1ף˟  ist genau פ җ und Konklusionף 

dann logisch gerechtfertigt, wenn 1᷈ף ˟ җ̘ף᷈  ,allgemeingültig, oder eine Tautologie פ

ist. Überprüfen Sie diese Behauptung anhand der obigen Schlussfolgerungsregeln. 

3.2.3 Boolesche Algebra  

Im Zusammenhang mit der Digitalisierung taucht häufig der nach dem englischen Mathe-

matiker George Boole benannte Begriff der booleschen Algebra  auf, wenn es um Wahr 

und Falsch sowie Und, Oder und Nicht geht. Dabei handelt es sich um eine mathematische 

Struktur, die von der Aussagenlogik und der Mengenlehre abstrahiert. Dazu führt sie das 

sog. Null - und das Einselement  ein, die anstelle des Wahrheitswerts Falsch und der leeren 

Menge bzw. des Wahrheitswerts Wahr und des Universums stehen, und ersetzt die logi-

schen Operatoren Und, Oder und Nicht sowie die Mengenoperatoren Durchschnitt, Verei-

nigung und Komplement jeweils durch abstrakte Operationen, deren Bedeutung durch eine 

Reihe von Axiomen festgelegt ist. Dabei gelten für eine boolesche Algebra mit nur zwei 

Werten, dem Null- und dem Einselement, die Wahrheitstafeln von Abschnitt 3.1 entspre-

chend. Dermaßen von einer konkreten Bedeutung befreit lassen sich die Gesetze der boo-

leschen Algebra auch auf andere Bereiche übertragen, wobei im Kontext der Digitalisierung 

vor allem die Schaltalgebra (s. Abschnitt 11.1 in Kurseinheit 2) eine wichtige Rolle spielt. 

Mit der Darstellung des Null- und Einselements durch die beiden Ziffern 

des Dualsystems, «0» und «1», lassen sich die beiden Additionstabellen 

aus Abschnitt 2.4.1 als boolesche Ausdrücke darstellen: Wenn ҃ 1 eine Ziffer des ersten Sum-

manden und ҃ 2 eine Ziffer des zweiten Summanden an gleicher Stelle sowie  ҃die Ziffer der 

Summe und Ü die des erhaltenen Übertrags an der Stelle darstellt, so gilt für eine Addition 

ohne Berücksichtigung eines vorliegenden Übertrags aus einer vorausgegangenen Addition 

(also für die erste Tabelle, den sog. Halbaddierer ) 

 

(wobei ich hier für die booleschen Operatoren die in der Logik verwendeten Zeichen ver-

wendet habe; s. Abschnitt 3.1). Wer das nicht glaubt, der möge bitte die Wahrheitstafeln 

für die beiden obigen Ausdrücke aufstellen und neben die erste Tabelle aus Abschnitt 2.4.1 

legen. Man beachte jedoch, wie durch diese Darstellung die Bedeutung der Zeichen ver-

wischt: Stehen 1҃, 2҃,  ҃und Ü (bzw. «0» und «1») für Wahrheitswerte oder Ziffern einer 

 

Rechnen mit 

boolescher Algebra  

=҃¬ (҃1̚ 2҃) 

Ü=҃ 1᷈ 2҃ 

https://de.wikipedia.org/wiki/Boolesche_Algebra
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Zahl? Dieser Verlust an Eindeutigkeit und was er bedeutet wird in Kapitel 10 wieder aufge-

griffen. 

Selbsttest: Formulieren Sie die zweite der Additionstabellen aus Abschnitt 2.4.1, den sog. 

Volladdierer , mithilfe von booleschen Ausdrücken. 

Die Addition lässt sich also wie eine logische Verknüpfung als boolescher Ausdruck darstel-

len. Für die Praxis bedeutet dies, dass man für die Addition von Zahlen und die logische 

Verknüpfung von Aussagen keine verschiedenen Regeln für Zeichenspiele braucht ¬ es 

reichen die der booleschen Algebra. Voraussetzung ist allerdings, dass man für Ziffern und 

Wahrheitswerte dieselben Zeichen verwendet. 

Selbsttest: Überlegen Sie sich, wie Sie mithilfe boolescher Ausdrücke die sieben 

Segmente einer Siebensegmentanzeige $ja^ajopadaj` iep }]¨ ^eo }c¨ ^avae_d)

net) so ansteuern können, dass sie eine Stelle einer binär codierten Dezimalzahl 

(s. Abschnitt 2.6.2) anzeigt. Wie codieren Sie An (leuchtend) und Aus (dunkel)? 

3.3 Andere Logiken  

Die Aussagenlogik ist eine sehr einfache Logik. Entsprechend umständlich ist es, komplexere 

Sachverhalte in ihr auszudrücken. Obwohl die grundsätzliche Beschränkung der Aussagen-

logik eher theoretischer Natur ist (es lässt sich das meiste, was man in Bezug auf die reale 

Welt aussagen möchte, in Aussagenlogik ausdrücken), werden ihr in der Praxis häufig an-

dere Logiken vorgezogen. 

3.3.1 Mehrwertige L ogik  

Ej `an gh]ooeo_daj Hkceg cehp `an Cnqj`o]pv rki ]qocao_dhkooajaj @neppaj $}panpeqi jkj 

`]pqn¨%6 Aeja =qoo]ca eop ajpsa`an s]dn k`an b]ho_d* Ej `an Ln]teo nae_dp `]o fa`k_d oftmals 

nicht aus. 

Zum einen muss man regelmäßig in der Lage sein, mit unsicherer Infor-

mation umzugehen: Ob eine Aussage wahr oder falsch ist kann schlicht 

unbekannt sein. Gleichwohl kann man in solchen Situationen immer noch Aussagen treffen, 

z. B. wenn der Wahrheitswert einer elementaren Aussage irrelevant für den Wahrheitswert 

einer zusammengesetzten Aussage ist. So ist ѱ᷉ Ѳ Wahr, wenn ѱ Wahr ist, auch wenn der 

Wahrheitswert von Ѳ unbekannt ist. Der Wahrheitswert von ѱ᷈ Ѳ ist hingegen selbst un-

bekannt, wenn der von ѱ Wahr und der von Ѳ unbekannt ist. Unbekannt kann man also als 

einen dritten Wahrheitswert auffassen und alle Wahrheitstafeln entsprechend erweitern 

(wobei «?» für Unbekannt stehe):  

Unbekannt als 

Wahrheitswert  

a 

b 

c 

d 

e 

f 

g 
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Solche dreiwertige Logiken  sind für die Digitalisierungspraxis sehr wichtig: Sie kommen 

beispielsweise in Datenbanksystemen (s. Kapitel 30) zum Einsatz (wo Unbekannt nicht nur 

Wahrheitswert, sondern auch Zahl, Text usw. sein kann), die ohne die Möglichkeit, Unwis-

senheit abzubilden, schlicht unbrauchbar wären. 

Des Weiteren ist die Welt nicht schwarzweiß. Selbst wenn man Subjekti-

vität außen vor lässt, ist der Wahrheitswert einer Aussage }Ao eop s]ni*¨ ^ae aejan Paila)

ratur von 15°C nicht eindeutig Wahr oder Falsch( okh]jca }s]ni¨ je_dp o_d]nb $`qn_d `ea 

Angabe einer Grenztemperatur) definiert ist. In solchen Fällen kann es hilfreich sein, die 

Alternative von Wahr und Falsch durch ein Kontinuum von (unendlich vielen) Wahrheits-

werten zu ersetzen. So wird bei der sog. Fuzzylogik  Wahr durch die Zahl 1 und Falsch 

durch die Zahl 0 repräsentiert sowie alle Wahrheitswerte dazwischen durch Werte aus dem 

Intervall (0,1). Wahrheit wird dadurch relativ: Eine Aussage kann wahrer sein als eine an-

dere. Außerdem können, wegen der Unendlichkeit des Wertevorrats, Operationen auf 

Wahrheitswerten (wie ,᷈  ᷉oder ¬) nicht mehr durch Tabellen definiert werden ¬ stattdes-

sen kommen mathematische Operatoren (wie das Minimum zweier Werte für ᷈ oder das 

Maximum für )᷉ zum Einsatz. I]j ^a]_dpa( `]oo }qjo_d]nba¨ $bqvvu% S]dndaeposanpa rkj 

Wahrscheinlichkeiten strikt abzugrenzen sind; so haben auch die Axiome der Wahrschein-

lichkeitstheorie keine Bedeutung für die Fuzzylogik. Dennoch werden Wahrscheinlichkeits-

theorie und Fuzzylogik manchmal (auch im Kontext der sog. künstlichen Intelligenz; s. Ab-

schnitt 3.4) als Alternativen zueinander angesehen; eine solche Sichtweise zeugt jedoch von 

einer nur oberflächlichen Betrachtung der Problemstellung. 

Systeme, die auf Fuzzylogik basieren, insbesondere die sog. Fuzzy controller, gehören zu-

sammen mit den sog. neuronalen Netzen in die Gruppe der sog. universellen Approximato-

ren: Beide sind in der Lage, beliebige Funktionen beliebig genau anzunähern. Allerdings 

sind Fuzzy-Systeme (zumindest traditionelle) regelbasiert, weswegen ihre Entscheidungen 

logisch nachvollziehbar sind. Dies ist für neuronale Netze, die angelernt und nicht program-

miert werden, in der Regel nicht der Fall. 

Fuzzylogik  

 

Operanden Ergebnisse der Operationen 

ף᷈ פ ף ף᷉ פ  ף¬ פ

F F F F W 

F W F W W 

F ? F ? W 

W F F W F 

W W W W F 

W ? ? W F 

? F F ? ? 

? W ? W ? 

? ? ? ? ? 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Fuzzylogik
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3.3.2 Prädikatenlogik  

Die Geschichte der Logik ist unauflösbar mit der Betrachtung natürlicher Sprache und ihrer 

Verwendung im (philosophischen) Diskurs verbunden. Zumindest den europäischen Spra-

chen ist dabei gemein, dass die allermeisten einfachen Sätze dieselbe einfache Struktur auf-

weisen: Ein Prädikat trifft eine Aussage über ein oder mehrere Objekte. Aussagen, die auch 

in der Prädikatenlogik  (wie in der Aussagenlogik) wahr oder falsch sein können, haben 

also selbst eine Struktur; es sind ausdrücklich Aussagen über Objekte. Der Inhalt des Satzes 

}Okgn]pao eop Iajsch.¨ aps] sen` `aij]_d `qn_d `]o $aejopahheca% Lné`eg]p ҖҏҗҜҍ,˻ ange-

wendet auf das Objekt ҃ ҘҔқҋҝҏҜ, dargestellt: ҖҏҗҜҍ(˻҃ ҘҔқҋҝҏҜ).21 

Da es der Objekte viele (sogar unendlich viele!) geben und somit auf dem Papier schlecht 

jedes Prädikat auf jedes Objekt angewendet werden kann, erlaubt die Prädikatenlogik 

Schreibweisen für unendliche Konjunktionen und Disjunktionen. Die (nicht atomare) Aus-

o]ca }=hha Iajo_daj oej` opan^he_d*¨ aps] sen` ej `an Lné`eg]pajhkceg ]ho 

ҡ͌:ҖҏҗҜҍ(˻ҡ)̘ ҜҝҏқҌҕҒҍ(˻ҡ)  

notiert, was ]ho }BĀn ]hha x gilt: wenn x Mensch ist, dann ist x opan^he_d*¨ cahaoaj sen`* Ej 

einer Welt mit nur drei Objekten ҃ ҘҔқҋҝҏҜ, ѳ˻ҋҒқҏҙҘ˻җ und ѸҏқҖҘґҏҗҏҜ entspräche dies 

der Konjunktion 

 

In einer Welt mit unendlich vielen Objekten entspräche es einer unendlichen Konjunktion 

(die man natürlich nicht explizit aufschreiben kann). Entsprechendes gilt für die Disjunktion, 

wobei hier ͏ ҡ:˟  $cahaoaj ]ho }ao ateopeanp aej x( bĀn `]o cehp6 ~¨% ]j `ea Otelle von ͌ ҡ6~ tritt . 

Man nennt  ͌und  ͏auch Quantoren  und ҡ eine durch einen Quantor gebundene (oder 

quantifizierte) Variable. 

                                                
21 Die Schreibweise erinnert an die der mathematischen Funktionsanwendung Ґ(ҡ) und tatsächlich 

kann man ein (einstelliges) Prädikat auch als eine (einstellige) Funktion auffassen, die ihr Argument, 

ein Objekt, auf einen Wahrheitswert abbildet. Allerdings unterscheidet die Prädikatenlogik Prädikate 

von Funktionen; letztere werden zwar ebenfalls auf Objekte angewendet, bleiben aber stets uninter-

pretiert (ihre Anwendung ordnet in der Prädikatenlogik Objekten also keinen Wert ¬ auch keinen 

Wahrheitswert ¬ zu). S. dazu auch Abschnitt 19.3 in Kurseinheit 3. 

(ҖҏҗҜҍ(˻҃ ҘҔқҋҝҏҜ)̘ ҜҝҏқҌҕҒҍ(˻҃ ҘҔқҋҝҏҜ)) 

(᷈ҖҏҗҜҍ(˻ѳ˻ҋҒқҏҙҘ˻җ)̘ ҜҝҏқҌҕҒҍ(˻ѳ˻ҋҒқҏҙҘ˻җ)) 

(᷈ҖҏҗҜҍ(˻ѸҏқҖҘґҏҗҏҜ)̘ ҜҝҏқҌҕҒҍ(˻ѸҏқҖҘґҏҗҏҜ)) 



 Kapitel 3: Wahrheitswerte  37 

   

Wie man schon an den Beispielen leicht erkennt, ist Prädikatenlogik ausdrucksstärker als 

Aussagenlogik. Diese Ausdrucksstärke hat jedoch auch ihren Preis: Genau wie in natürlicher 

Sprache ist es damit möglich, Paradoxien wie die vom lügenden Kreter Epimenides $}Epi-

menides der Kreter sagte: Alle Kreter sind Lügner.̈% auszudrücken, wenn man nämlich zu-

lässt, dass Aussagen (Prädikate) auch über Aussagen (Prädikate) gemacht werden können. 

In der sog. Prädikatenlogik erster Stufe verbietet man dies daher. Trotz dieser Einschränkung 

musste man erkennen, dass in der Prädikatenlogik erster Stufe Aussagen formuliert werden 

können, deren Gültigkeit oder Erfüllbarkeit sich nicht durch die Anwendung von Schlussfol-

gerungsregeln ableiten lässt (die mangelnde Entscheidbarkeit der Prädikatenlogik). Deswe-

gen verwendet man zum Schlussfolgern gern noch weiter eingeschränkte Formen der Prä-

dikatenlogik, so etwa monadische Prädikatenlogik oder Beschreibungslogik. 

3.4 Künstliche Intelligenz  

Anders als das automatische Rechnen verspricht das automatische Schlussfolgern, also das 

Ableiten von neuem Wissen (im Sinne allgemeingültiger Aussagen) aus vorhandenem Wis-

sen (Abschnitt 3.2.2), Computer künstlich intelligent  zu machen. Allerdings hat sich 

schnell herausgestellt, dass das bloße Schlussfolgern so wenig zielgerichtet ist, dass nur 

höchst selten, und dann auch eher nur zufällig, etwas Sinnvolles dabei herauskommt (je 

nach Axiomensatz kann es unendlich viele ableitbare Aussagen geben, aber die wenigsten 

davon sind nützlich oder auch nur interessant). Gerade wenn die Schlussfolgerungsketten 

lang sind, liegt die Herausforderung darin, zielgerichtet vorzugehen, was voraussetzt, dass 

man das Ziel, also was man schlussfolgern möchte, zumindest ungefähr weiß. Das ist auch 

bei menschlichen Intelligenzleistungen nicht viel anders. 

Etwas vielversprechender erscheint daher der Versuch, von bestimmten 

Aussagen automatisch festzustellen, ob sie sich aus vorhandenem Wissen ableiten lassen. 

Sog. Theorembeweiser, die z. B. in der Mathematik eingesetzt werden, können Menschen 

mittlerweile dabei helfen, solche Schlussfolgerungsketten zu finden; der vollständig auto-

matische Beweis gelingt aber noch eher selten. 

A year spent in artificial intelligence is enough to make one believe in God. 

=h]j F]u Lanheo $& -* =lneh -5..(   3* Ba^nq]n -55,% 

Die künstlich intelligenten Systeme, die heute von sich reden machen (wie z. B. IBM Watson) 

funktionieren daher anders. Sie versuchen, einen möglichst großen Korpus von bestehen-

dem nützlichem Wissen zusammenzutragen und auf dieser Basis mit eher wenig Intelligenz 

Fragen zu beantworten. Ein gutes Beispiel hierfür war noch bis vor kurzem das Schachspiel: 

Ein konkurrenzfähiger Schachcomputer kennt sehr viele gespielte Schachpartien und weiß, 

wie sie ausgegangen sind. Er kann daher viele Stellungen daraufhin beurteilen, ob sie in der 

 

 

 

Theorembeweiser  

 

https://de.wikipedia.org/wiki/Gödelscher_Unvollständigkeitssatz
https://de.wikipedia.org/wiki/Paradoxon_des_Epimenides
https://de.wikipedia.org/wiki/Beschreibungslogik
https://de.wikipedia.org/wiki/Watson_(Künstliche_Intelligenz)
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Vergangenheit zu Sieg oder Niederlage geführt haben, und kann damit bei jedem anste-

henden Zug die möglichen Alternativen bewerten. Erst in den Endspielen, wenn nur noch 

sehr wenige Figuren auf dem Feld stehen, können Spiele bis zum Ende }durchgerechneẗ , 

also alle möglichen Folgen von Spielzügen untersucht und so die gefunden werden, die zu 

einem Sieg führen. Für einen menschlichen Beobachter des Spiels mag diese Leistung wahn-

sinnig intelligent erscheinen, doch handelt es sich tatsächlich nur um das Ergebnis einer 

zwar sehr umfassenden, jedoch stumpfen statistischen Analyse bzw., beim Endspiel, um das 

Ergebnis einer erschöpfenden Suche. 

Viele andere intelligent erscheinende Leistungen von Computern, wie 

etwa die Spracherkennung oder die automatische Übersetzung natür-

lichsprachlicher Texte, basieren heute auf der statistischen Analyse großer Mengen von Fall-

beispielen, wobei diese Mengen genau den Ausschnitt der Welt abbilden, in dem der Com-

puter intelligent erscheinen soll. Dabei sind die Leistungen in der Regel umso besser, je 

enger der Kontext eingeschränkt werden kann. So lässt sich beispielsweise eine Bedienungs-

anleitung für einen Fotoapparat leichter automatisch übersetzen als ein Stück Weltliteratur, 

die beim Lesen und somit auch beim Übersetzen eine breite Bildung sowie allgemeine Le-

benserfahrung voraussetzt.22 

Für Spiele wie das Schachspiel oder Go konnte kürzlich demonstriert wer-

den, dass selbstlernende Verfahren deutlich effektiver sein können (so-

wohl was den getriebenen Aufwand als auch was das Ergebnis angeht) als solche, die auf 

der Analyse einer großen Menge realer Fallbeispiele basieren. Dabei wird allerdings ausge-

nutzt, dass die Domäne (das Spiel) durch einen bekannten Satz von Regeln vollständig be-

schrieben ist und sich das Ergebnis (Sieg oder Niederlage) ohne Hilfe von außen feststellen 

lässt. So können Computer gegen sich selbst spielen und dabei lernen, ohne jemals einen 

Abgleich mit der Außenwelt vornehmen zu müssen. Diese Bedingungen sind jedoch jenseits 

der Welt von Spielen kaum anzutreffen und insofern ist zumindest nicht offensichtlich, wel-

che Bedeutung ein Fortschritt beim Spielen für allgemeinere Fragestellungen der künstlichen 

Intelligenz hat. 

Dass die Leistungen der Künstlichen Intelligenz noch recht beschränkt 

sind (Stand 2018), erkennt man auch daran, dass man im Internet für 

Aufgaben, deren Erledigung Intelligenz erfordert, Menschen buchen 

kann, die sich der Aufgaben annehmen* @eaoan $j]_d `ai anopaj }O_d]_d_kilqpan¨( `an 

ebenfalls nicht künstlich war, erstaunlich diskriminierend anmutend) auch Mechanical turk 

genannte Dienst ist offenbar derzeit noch kosteneffektiver als ein Computer. Auch gibt es 

Überlegungen, Probleme, deren Lösung Intelligenz erfordert, in Computerspiele zu verpa-

cken und so das menschliche Problemlösungspotential für andere Zwecke als die Unterhal-

tung zu nutzen (Gamification; s. dazu auch Kapitel 31 in Kurseinheit 4). Die Verwendung 

von Menschen als sog. Content-Ik`an]pknaj ej }okve]haj Japvsangaj¨ schließlich kommt 

                                                
22 Man mag daraus ableiten, dass Spezialisierung zumindest mittelfristig keine Beschäftigungsgaran-

tie ist, nämlich wenn sich Spezialisten einfacher durch künstliche Intelligenz ersetzen lassen als Ge-

neralisten. 

Statistik statt 

Intelligenz  

unüberwachtes 

Lernen als Idealfall  

 

Verkauf künstlich  

künstliche r 

Intelligenz  

https://www.nature.com/articles/nature24270
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einem Offenbarungseid von Unternehmen gleich, die sich ansonsten nur allzu gern mit ihrer 

Vorreiterschaft in künstlicher Intelligenz schmücken ¬ wenn ein Schaden für das Kernge-

schäft droht, verlässt man sich doch lieber auf das menschliche Urteil.  

Seit ein paar Jahren kann man einen Bedeutungswechsel des Begriffs 

}gĀjophe_da Ejpahhecajv¨ ^ak^]_dpaj6 S]n iep }`an gĀjophe_daj Ejpahhe)

cajv¨ früher zumeist eine Disziplin (Teilgebiet der Informatik) gemeint, so ist heute immer 

úbpan rkj }aejan gĀjophe_daj Ejpahhecajv¨ `ea Na`a( sk^ae `]iep aeja =np Lanokj] k`an =r]p]n 

(also ein künstliches Wesen) gemeint ist. Historisch müsste eine solche künstliche Intelligenz, 

deren Idee schon einer der Urväter der Informatik, Alan Turing, in den Raum stellte, aller-

dings den nach ihm benannten Turing -Test bestehen, der verlangt, dass ein Mensch an-

hand einer Konversation per Tastatur und Bildschirm mit einem unbekannten Gegenüber 

nicht zuverlässig sagen kann, ob es sich bei dem CacajĀ^an qi aejaj Iajo_daj k`an }aeja 

gĀjophe_da Ejpahhecajv¨ d]j`ahp*23 Damit wird der Begriff der Intelligenz freilich auf den In-

halt zwischenmenschlicher Kommunikation reduziert, eine Definition, die auf ganz wesent-

liche Intelligenzleistungen des Menschen (wie etwa Erfindungen oder das Planen komplexer 

Handlungen oder ¬ nicht zuletzt ¬ die Schaffung eines formalen Wahrheitsbegriffs) nicht 

zutrifft. Trotzdem hat der Turing-Test als Maß für den Fortschritt in der Forschung zur künst-

lichen Intelligenz bis heute Bestand und wird in Form von Wettbewerben regelmäßig durch-

geführt. 

4 Mehr Zeichen und Zeichenketten  

Dass zwei verschiedene Zeichen ausreichen, um Zahlen und Wahrheitswerte zu repräsentie-

ren, bedeutet nicht, dass wir Menschen uns so ausdrücken möchten ¬ nicht umsonst ver-

wenden wir das Dezimalsystem und schreiben Wahr und Falsch nicht als «1» und «0». 

Außerdem sind Zahlen und Wahrheitswerte nicht der einzige Gegenstand der Digitalisie-

rung ¬ Schriftzeichen, also Buchstaben und Satzzeichen, und aus Schriftzeichen zusam-

mengesetzte Texte gehören mindestens ebenfalls dazu.24 

4.1 Codierung von Zeichen  

Anstatt nun den Zeichenvorrat, der in Zeichenspielen verarbeitet werden 

kann, entsprechend zu erweitern (was auf dem Papier kein Problem wäre, aber bei der 

technischen Umsetzung erheblichen Aufwand bedeuten würde), bedient man sich einer 

eineindeutigen (d. h., umkehrbaren) Zuordnung der gewünschten Zeichen25 zu Bitfolgen, 

                                                
23 Bezeichnenderweise geht es dabei ausdrücklich nicht darum, ob das Gegenüber den Wahrheits-

gehalt von Aussagen zu bestimmen in der Lage ist, also etwa die Gesetze der Logik anwenden kann. 

24 O_dnebpvae_daj daeäaj ei Ajcheo_daj Ā^necajo }character̈ * 

25 Gemeint sind hier tatsächlich Zeichen, nicht Glyphen (vgl. Kapitel 1); Glyphen werden ebenfalls 

als Folgen von Einsen und Nullen codiert (s. Kapitel 5), sind aber keine Zeichen. 

künstliche Wesen 

und der Turing -Test 

 

Codierung und Code  

https://de.wikipedia.org/wiki/Turing-Test
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also Folgen von «1» und «0», die, der besseren Zugänglichkeit für uns Menschen wegen, 

in der Regel als eine Zuordnung von Zeichen zu Zahlen (nämlich den Zahlen, die durch die 

Folgen von «1» und «0» ebenfalls repräsentiert werden) dargestellt werden. Eine solche 

Zuordnung wird gemeinhin Codierung  und die einem zu codierenden Zeichen zugeordnete 

Bitfolge (ggf. als Zahl gelesen) Zeichencode  oder auch nur Code genannt. Doch Achtung: 

Man verwechsele diese Verwendungen der Wörter Codierung und Code bitte nie mit Ver-

schlüsselung oder Chiffrierung ¬ es handelt sich bei Codes nicht um Geheimcodes! 

Eine der bekanntesten Codierungen ist mit dem American Standard Code for Informa-

tion Interchange  (ASCII) gegeben, der 128 Zeichen den Dezimalzahlen 0«127 gegenüber-

stellt (eigentlich: siebenstelligen Dualzahlen ¬ bei ASCII handelt es sich um einen 7-bit-

Code). Dabei entsprechen die Buchstaben «A»««Z» den Dezimalzahlen 65«90 und «a»««z» 

97«122. Die Ziffern «0»««9» des Dezimalsystems werden durch die Dezimalzahlen 48«57 

codiert; dabei ist zwischen den dargestellten Zeichen «0»««9» und den zur Darstellung des 

Zeichencodes verwendeten Zeichen «0»««9» (bzw. «0» und «1» bei Darstellung des Zei-

chencodes als Bitfolge) zu unterscheiden ¬ erstere sind extern (keine Zeichen eines Zei-

chenspiels) und müssen zur Verarbeitung (durch Zeichenspiele) codiert werden, letztere sind 

intern und dienen der Codierung.26  

Nicht alle von den 128 Zeichen des ASCII sind druckbar; zu den nicht 

druckbaren zählen ein Signalton (ASCII-Code 7), der Rückschritt (ASCII-

Code 8), der Tabulator (ASCII-Code 9) sowie der Wagenrücklauf (ASCII-Code 13; englisch 

}?]nne]ca napqnj¨ k`an gqnv }Napqnj¨ caj]jjp ¬ daher der Name der Return-Taste!) und 

der Zeilenvorschub (ASCII-Code 107 ajcheo_d }Heja baa`¨ caj]jjp). An diesen nicht druck-

baren Zeichen erkennt man gut, woher der ASCII rührt: von der Ansteuerung elektrischer 

Schreibmaschinen.27 

Auch wenn 128 Zeichen zunächst üppig bemessen erscheinen, sind es 

doch zu wenige, um alle Wünsche zu erfüllen. Um die Anzahl der Binärstellen (Bits) für die 

Zeichencodierung nicht erhöhen zu müssen (das achte Bit wurde ursprünglich als Prüfziffer, 

das sog. Paritätsbit, verwendet), hat man sog. Escape-Sequenzen  eingeführt. Dabei folgt 

auf ein Sonderzeichen, das Escape-Zeichen (das zu den nicht druckbaren, d. h. glyphenlo-

sen, Zeichen zählt; ASCII-Code 27), ein oder mehrere weitere Zeichen (Länge der Folge nach 

der Fano-Bedingung bestimmt; s. Abschnitt 2.2), denen dadurch eine von ihrer eigentlichen 

                                                
26 Aus der Notwendigkeit der Codierung und der Interpretation der Codes als Zahlen rührt das Miss-

verständnis, Computer könnten nur Zahlen verarbeiten ¬ Computer können nur Folgen von «1» 

und «0» verarbeiten, die als Zahlen oder eben auch als Zeichen interpretiert werden können. Für 

weitere Interpretationen s. u. 

27 Streng genommen können Wagenrücklauf und Zeilenvorschub zumindest auf einer Schreibma-

schine getrennt voneinander vorgenommen werden, auch wenn ein Wagenrücklauf ohne Zeilenvor-

schub bewirkt, dass dieselbe Zeile erneut beschrieben wird. Es ist übrigens ein großes Ärgernis, dass 

manche Betriebssysteme als Zeichen für eine neue Zeile Carriage return + Line feed (also zwei Zei-

chen) verwenden und andere nur Line feed. Dies führt immer wieder dazu, dass mehrzeilige Texte 

$iep }d]npaj¨ Vaehajqi^nĀ_daj% ej jqn aejan Vaeha k`an iep vqoépvhe_daj Haanvaehaj ]jcavaecp san`aj* 

 

druckbare und nicht 

druckbare Zeichen  

Escape-Sequenzen 

 

https://de.wikipedia.org/wiki/American_Standard_Code_for_Information_Interchange
https://de.wikipedia.org/wiki/Paritätsbit
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Bedeutung abweichende zugeordnet wird. So steht beispielsweise die Folge «Escape»«M» 

(im ASCII dezimal 27 77) für einen umgekehrten Zeilenvorschub. 

Escape-Sequenzen gibt es in anderen Codierungen auch für druckbare 

Zeichen; als Escape-Zeichen wird dann gern der Rückstrich (Backslash) «\» 

(ASCII-Code 92) verwendet. So sieht beispielsweise das Drucksatzprogramm Tex die Zei-

chenfolge «\»«"»«a»  für den Umlaut «ä» vor. Übrigens: Wenn das Escape-Zeichen ein 

druckbares ist, es aber eine Escape-Sequenz einleitet, braucht man auch eine solche Se-

quenz, um es selbst zu drucken. Im Fall von «\» als Escape-Zeichen wird dann häufig «\»«\» 

verwendet. Man vergleiche dies mit dem eingangs Kapitel 1 geschilderten Dilemma des 

Schreibens über Zeichen mit Zeichen. 

Im Folgenden werde ich Zeichenfolgen zu ihrer Darstellung im Text in doppelte gerade An-

führungszeichen setzten, also etwa "ab" für «a»«b». Diese Anführungsstriche kann ich in 

solchen Zeichenfolgen naturgemäß selbst nicht verwenden, ohne einen Escape-Mechanis-

mus zu bemühen ¬ üblich ist hier die Verwendung eines Escape-Zeichen, also etwa "a\" b" 

für die Zeichenfolge «a»«"»«b». Die im Microsoft-Umfeld stattdessen anzutreffende Kon-

vention, doppelte Anführungszeichen innerhalb einer Zeichenfolge doppelt anzuführen, 

also etwa " a"" b" für «a»«"»«b », ist dagegen etwas gewöhnungsbedürftig. 

4.2 Zeichenketten  

Eine zusammenhängende Folge von Zeichen, oder Zeichenfolge, wird auch Zeichenkette  

(engl. String ) genannt. Zeichenketten werden üblicherweise zur Darstellung (Codierung) 

von Wörtern, Sätzen und ganzen Texten verwendet; sie können aber auch der Steuerung 

von Geräten (wie beispielsweise einem Drucker) dienen. Man kann Zeichenketten als Werte 

(wie Zahlen, Wahrheitswerte oder Zeichen) auffassen, auf denen Zeichenspiele definiert sind 

(Abschnitt 4.4), oder als Objekte, die der Veränderung über die Zeit unterliegen (Abschnitt 

4.5). Diese Unterscheidung ist wichtig und den Unterschied nicht zu kennen immer wieder 

Anlass zur Verwirrung. 

Für viele Problemstellungen ist es wesentlich, eine Zeichenkette, die einen 

Text darstellt, in kleinere Einheiten wie Sätze und Wörter unterteilen zu 

können. Zu diesem Zweck werden bestimmte Zeichen der Zeichenkette (wie das Leerzeichen 

oder auch Tabulator, Wagenrücklauf und Zeilenvorschub, zusammen manchmal als White 

spaces bezeichnet) als Trennzeichen betrachtet. Man beachte, dass auch nach einer solchen 

Unterteilung die Wörter eines Textes i. Allg. immer noch als Zeichenketten codiert werden, 

obwohl die Wörter einer Sprache selbst aufzählbar sind und man insofern für jedes Wort 

aejaj aecajaj }Sknp_k`a¨ rknoadaj gújjpa* @ies ist jedoch für die reine Darstellung von 

Texten (inkl. ihrer Verarbeitung wie beispielsweise in einem Textverarbeitungsprogramm) 

nicht sinnvoll. Etwas anderes ist es, wenn man den Wörtern eine Bedeutung zuordnen 

möchte, wie das beispielsweise für die Interpretation von Texten (inkl. deren Übersetzung) 

notwendig ist. 

Escape-Sequenzen 

für Sonderzeichen  

Wörter in 

Zeichenketten  
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Die schriftliche Darstellung einer Zeichenkette als eine Zeichenfolge nennt 

man auch Literal oder, genauer, Zeichenkettenliteral  (oder Stringliteral ). Um sie von an-

deren Werten und auch von Operatoren abzugrenzen, verwenden Zeichenkettenliterale in 

der Regel Anführungsstriche als Begrenzungszeichen (s. o.). Analog nennt man die Darstel-

lung einer Zahl als Zeichenfolge ein Zahlliteral; es unterscheidet sich von einem Zeichenket-

tenliteral in der Regel dadurch, dass es nicht in Begrenzungszeichen gesetzt wird. 

4.3 Die Länge von Zeichencodes und von Zeichenketten  

ASCII ist ein Code mit fester Stellenlänge (sieben Bit, wobei in der Praxis zumeist Erweite-

rungen auf acht Bit, ein Byte, verwendet werden). Eine Zeichenkette als eine Folge von Zei-

chen aus dem ASCII-Zeichensatz lässt sich somit als eine Folge von Bits darstellen, ohne dass 

die Bitfolgen, die jeweils ein Zeichen repräsentieren, dafür voneinander abgesetzt werden 

müssten (vgl. dazu Abschnitt 2.2 zu Zahlenfolgen). 

Da die meisten natürlichen Sprachen aber mehr oder andere Zeichen haben, als es der ASCII 

vorsieht (und da es insgesamt deutlich mehr Schriftzeichen gibt, als sich mit sieben oder 

acht Bit darstellen lassen), werden heute andere Zeichensätze verwendet (mit aktuell bis 

über 130.000 verschiedenen Zeichen im Unicode-Standard). Da man aber nicht jedes Zei-

chen mit 17 oder mehr Bits codieren möchte, verwendet man kompaktere, kaskadierte Co-

dierungen, die für die 128 Zeichen des ASCII mit acht Bit und für viele anderen Zeichen mit 

16 Bit auskommen. Dabei zeigt das achte Bit des ersten Byte an, ob das Zeichen mit acht 

oder mit mindestens 16 Bit codiert wird (wobei eine Codierung mit 24 Bit dann in den 

zweiten 8 Bit codiert ist). Da die Länge eines Zeichencodes im Code so selbst festgelegt ist, 

ist auch hier klar, wo ein Zeichen aufhört und wo das nächste beginnt (sofern man nur die 

Stelle des ersten Codes kennt). Die derzeit am häufigsten verwendete Codierung des 

Unicode-Standards nennt sich UTF-8; da es aber auch andere Codierungen gibt, muss man 

immer mit angeben, welche verwendet wurde (die Verwendung einer anderen Codierung 

führt zu einer anderen Darstellung derselben Zeichenkette). 

Neben der Länge der Codierung einzelner Zeichen muss auch die Länge von Zeichenketten 

irgendwie festgehalten werden (genau wie bei Zahlen; s. Abschnitt 2.2). Sofern eine Zei-

chenkette alle Zeichen enthalten kann, kommt eine Längenfestlegung durch ein Ende- oder 

Trennzeichen nicht in Betracht (da es ja Teil der Zeichenkette sein und somit an beliebiger 

Stelle stehen kann); sie muss dann durch die Paarung der Zeichenkette mit ihrer Länge, einer 

Zahl, erfolgen. Alternativ kann auch ein Code, dem kein Zeichen zugeordnet ist, zur Tren-

nung verwendet werden. In der Praxis wird dafür gern 0 genommen; man spricht dann von 

null -terminierten Zeichenketten . 

Zeichenketten literale  
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Zeichenketten können sehr lang werden, insbesondere, wenn sie Texte 

darstellen. Da in Texten nicht alle Zeichen gleich häufig vorkommen, ver-

schwenden alle auf fester Stellenzahl basierenden Zeichencodierungen (einschließlich Co-

dierungen mit variabler Bytezahl wie UTF-8) Bits. Zeichencodierungen mit variabler Stellen-

zahl sind da sparsamer, da sie für häufig gebrauchte Zeichen weniger Stellen verwenden als 

für selten gebrauchte. Dafür müssen sie aber die Länge der Darstellung eines jeden Zeichens 

(der dafür verwendeten Bitfolge) bzw. die Trennung zwischen zwei Zeichen ebenfalls codie-

ren. Der Morsecode, der anstelle von «1» und «0» Kurz und Lang verwendet, braucht dafür 

die Pause (vergleichbar mit einem Leerzeichen) als Trennzeichen; eine Codierung, die der 

Fano-Bedingung genügt, ist ebenfalls denkbar (z. B. die Huffman-Codierung). In der Praxis 

verwendet man jedoch aus verschiedenen Gründen lieber Zeichencodierungen mit fester 

Stellenzahl (wie ASCII) oder, als Kompromiss, Codierungen mit variabler Bytezahl; der (ver-

bleibenden) Verschwendung, wenn sie denn wehtut, begegnet man durch Kompression (s. 

Kapitel 7). 

4.4 Operationen auf Zeichenketten  

Genau wie Zahlen lassen sich also Zeichen und Zeichenketten als Folgen von Einsen und 

Nullen darstellen. Ob eine solche Bitfolge als Zahl oder Zeichenkette (Text) interpretiert wird, 

hängt zum einen vom Betrachter ab und zum anderen davon, was man damit tut. Mit Zah-

len kann man rechnen; mit Zeichenketten könnte man dies auch, aber das Ergebnis er-

scheint wenig sinnvoll ¬ was ergäbe beispielsweise die Addition von "Haus" und "arbei-

ten" ? 

Für Zeichenketten gibt es andere Operationen, die für die Digitalisierung nicht weniger von 

Bedeutung sind. Eine der einfachsten ist die Verkettung  (Aneinanderreihung oder Konka-

tenation ) von zwei Zeichenketten zu einer, die so lang ist wie die beide anderen zusammen. 

So wird aus "Haus"͟ "a rbeiten"  (wobei  ͟hier für die Verkettung steht) "Hausarbeiten" . 

Weitere Operationen sind das Einfügen eines Zeichens oder einer Zeichenkette in eine an-

dere Zeichenkette an einer bestimmten Stelle, das Löschen von einem oder mehreren Zei-

chen ab einer Position innerhalb einer Zeichenkette oder die Bestimmung der Position des 

Vorkommens eines Zeichens oder einer Zeichenkette innerhalb einer anderen Zeichenkette. 

Auch kann man Zeichenketten vergleichen: Zwei Zeichenketten sind gleich, wenn sie gleich 

h]jc qj` edna Vae_daj opahhajsaeoa chae_d oej`* K^ aeja }cnúäan¨ ]ho aeja ]j`ana eop( eop aeja 

Frage des Kontextes ¬ je nach Aufgabenstellung können hier verschiedene Definitionen 

vqn =jsaj`qjc gkiiaj* >ajúpecp sen` `an }Cnúäajranchae_d¨ puleo_dansaeoa ^ae `an Okn)

tierung mehrerer Zeichenketten (beispielsweise der Einträge in einem Telefonbuch). 

Eine besondere Operation auf Zeichenketten ist die Umwandlung von ei-

ner als Zeichenkette vorliegenden Dezimalzahl in die binäre Repräsenta-

tion einer Zahl, mit der man nach den Regeln aus Abschnitt 2.4 rechnen kann. Es wird näm-

lich beispielsweise die Zeichenfolge "10" im ASCII-Code als Bitfolgenpaar 0110001 0110000 

(oder als Paar von Dezimalzahlen 49 48) dargestellt, zum Rechnen müsste sie aber (bei einer 

festen Zahlenlänge von acht Bit) als 00001010 im Dualsystem oder als 00010000 im BCD-

platzsparende  

Codierungen  

 

 

Zahlen als 

Zeichenketten  

https://de.wikipedia.org/wiki/Morsezeichen
https://de.wikipedia.org/wiki/Huffman-Kodierung
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Format (s. Abschnitt 2.6.2) dargestellt werden. Um von der Darstellung als Zeichenfolge zur 

Darstellung im BCD-Format zu gelangen, kann man zunächst von der Codierung der beiden 

Zeichen durch die beiden Dualzahlen 00110001 und 00110000 jeweils 00110000 (48) sub-

trahieren und erhält dann 00000001 bzw. 00000000; die Stellen der ersten Dualzahl ver-

schiebt man dann um vier Stellen nach links (wobei die vier leeren Stellen rechts mit «0» 

besetzt werden) und addiert das Ergebnis (00010000) zur zweiten (00000000) hinzu, so 

dass man wie gewünscht 00010000 erhält. Die Konvertierung einer Zeichenfolge, die eine 

Zahl im Dezimalsystem darstellt, in eine gleichwertige Dualzahl ist dagegen aufwendiger; 

trotzdem handelt es bei beiden Verfahren lediglich um Zeichenspiele. 

Selbsttest: Konvertieren Sie nach obigem System die Darstellung der Dezimalzahl 42 als Zei-

chenfolge "42" in eine BCD-Zahl. 

4.5 Manipulation von Zeichenketten  

Aneinanderhängen und Einfügen von Zeichenketten kann man als Operationen auffassen, 

die, analog zu den arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion etc. (Abschnitt 2.4), 

zwei Werte entgegennehmen und einen dritten liefern. Genauso gut kann man sie aber 

auch als Operationen auffassen, die, analog zu Inkrement und Dekrement (Abschnitt 2.7), 

den Inhalt eines Behälters, oder ein Objekt, abändern: Die Zeichenkette ändert sich gewis-

sermaßen über die Zeit, wie es beispielsweise bei einer Textverarbeitung geschieht. Da sich 

bei solchen Operationen jedoch die Länge der Zeichenkette ändert, muss u. U. (je nach Or-

ganisation) beim Spiel mit den Zeichen einiges auf dem Papier verschoben (ausradiert und 

neu geschrieben) werden (dies umso mehr, wenn der Platz im Behälter nicht ausreicht, um 

eine längere Zeichenkette aufzunehmen). Mit der platz- und zeitsparenden Umsetzung von 

Operationen auf und Manipulation von Zeichenketten, wie auch der Suche in Zeichenket-

ten, haben sich schon Generationen von Programmierern ausgiebig befasst. 

5 Grafiken und Bilder  

«1» und «0» können nicht nur für Eins und Null stehen, sondern auch für Schwarz und 

Weiß oder Hell und Dunkel (oder umgekehrt). Die Zeichenfolge "1010101110111010101" 

etwa entspricht bei solch einer Interpretation z. B. dem Streifen 

 

wenn man jedem Zeichen der Folge ein Quadrat zuordnet und die Quadrate nebeneinander 

anordnet. 

Wenn man einen Streifen wie den obigen in gleichen Abständen umbricht, entsteht ein in 

Zeilen und Spalten gegliedertes Rechteck. Die Kästchen, die die Fläche dieses Rechtecks 

bilden und die schwarz oder weiß sein können, sind dann die Punkte, oder Elemente, einer 
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gerasterten Grafik oder eines gerasterten Bildes. Sie werden englisch Picture elements oder 

kurz Pixels sowie deutsch Pixel genannt. So entsteht beispielsweise aus dem 80 Pixel um-

fassenden Streifen  

 

durch Umbruch nach jedem achten Pixel das acht Pixel breite und zehn Pixel hohe Rechteck 

 

Solche gerasterten Grafiken oder Bilder, wegen ihrer Darstellung als umgebrochene Bitfol-

gen auch Bitmaps  genannt, werden u. a. (und wie das obige Beispiel nahelegt) verwendet, 

um codierte Schriftzeichen (Kapitel 4) in Form von Glyphen auf einem (ebenfalls gerasterten) 

Papier oder Bildschirm darzustellen. Dazu wird, im einfachsten Fall, jede Glyphe als ein Tripel 

bestehend aus Höhe, Breite und Muster codiert, wobei Höhe und Breite als (binär codierte) 

ganze Zahlen und das Muster als eine Bitfolge entsprechend dem obigen Streifen in einer 

Tabelle hinterlegt werden.28 Die Darstellung eines durch einen Code bestimmten Zeichens 

an einer bestimmten Position der Anzeige (wiederum bestimmt durch Spalte und Zeile, oder 

x- und y-Koordinate) erfolgt dann, indem zunächst über den Zeichencode die Codierung 

der Glyphe als Bitfolge in der Tabelle nachgeschlagen und dann die Bitfolge an die gege-

bene Position kopiert wird. Das dabei zu lösende Problem ist, dass die Stellen auf dem Aus-

gabemedium (Blatt Papier oder Bildschirm), die das Bitmuster der Glyphe aufnehmen sollen, 

anders als die der Glyphe selbst nicht alle nebeneinander liegen, so dass die Glyphe ab-

schnittsweise in Zeilen des Mediums kopiert werden muss. Dieser Kopiervorgang, der auch 

für andere Aufgaben benötigt und der auch Bit Block Image Transfer genannt wird, ist eines 

der am häufigsten von einem Computer durchgeführten Zeichenspiele. Man beachte, dass 

er g]qi aps]o iep Na_djaj vq pqj d]p $qj` `ea >avae_djqjc }Na_djan¨ daher eine etwas 

unglückliche Verkürzung ist). 

Auf vielen Ausgabemedien können Pixel nicht nur schwarz oder weiß 

sein, sondern auch grau oder farbig. Ein Bildpunkt wird dann nicht durch 

ein Bit repräsentiert, sondern durch eine Bitfolge, die die Erscheinung des Bildpunktes be-

stimmt. Gängige Codierungen verwenden 8 Bit für 256 Grauwerte oder 24 Bit für 

16.777.216 Farben, gewöhnlich in Rot-, Grün- und Blauwerte (RGB) à 8 Bit aufgeteilt (wobei 

ein Pixel dann aus drei unterschiedlich farbigen Punkten besteht, die allerdings so dicht bei-

einanderliegen, dass sie normalerweise als ein Punkt wahrgenommen werden). Um den In-

halt eines Farbbildschirms mit voller HD-Auflösung (1080 Zeilen und 1920 Spalten, entspre-

chend gut 2 Millionen Pixeln) zu repräsentieren, braucht man knapp 50 Millionen Bits, was 

                                                
28 In textbasierten (d. h., nicht grafikfähigen) Anzeigen (wie z. B. den sog. Character terminals) haben 

alle Glyphen dieselbe Höhe und Breite und die Anzeige ist in eine feste Anzahl von Zeilen und Spalten 

aufgeteilt, an deren Kreuzungspunkten (Zellen) jeweils eine Glyphe erscheinen kann. 

graue und farbige 

Pixel 
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mehr als 6 Megabyte entspricht. Eine DIN-A4 Seite mit 300 dpi (Dots, oder Pixel, per inch) 

benötigt schon mehr als 200 Millionen Bits (knapp 25 Megabyte). 

Als Muster codierte Grafiken haben den Nachteil, dass sie bei Vergröße-

nqjc o_djahh }letahec¨ san`aj( i]j ]hok `ea >eh`ahaiajpa sea ^aei k^aj ]^ca^eh`apaj }]¨ 

als solche wahrnimmt. Das gilt auch für Glyphen, deren Größe man zur Darstellung unter-

schiedlicher Schriftgrößen variieren können möchte. Anstatt nun für jede Größe ein eigenes 

Muster zu hinterlegen (oder aus einem Muster größere zu berechnen, was ]^an vq }Pixelig-

gaep¨ oder anderen Artefakten führt ; so ist z. B. obiges Muster die 12,5-fache Vergrößerung 

`ao sajecan letahec ano_daejaj`aj })̈, kann man die Muster auch geometrisch beschrei-

ben. Aus diesen geometrischen Beschreibungen werden dann die für eine Anzeige benö-

tigten Bitmuster fallweise berechnet. Dies benötigt naturgemäß mehr Zeit, führt aber stets 

zu glatt erscheinenden Formen. Während diese sog. Vektorgrafiken  gut für Glyphen (sie 

liegen den sog. Typ-1- und den TrueType-Fonts zugrunde) und Diagramme geeignet sind, 

eignen Sie sich jedoch kaum für Bilder (Gemälde, Fotografien oder Filme). 

6 Signale  

Viele Signale lassen sich direkt mithilfe von Zeichen oder Zahlen codieren, so z. B. die Signale 

im Schienen- und Straßenverkehr oder die Fehlermeldungen eines Computerprogramms 

(der berühmt-berüchtigte Fehler 404 von Webservern beispielsweise). Etwas anders ist das 

mit Signalen wie Schall-, Licht- oder elektrischen Wellen ¬ hier handelt es sich um einen 

Signalstrom, der in der kontinuierlichen Veränderung einer wahrnehmbaren oder messba-

ren physikalischen Größe, also etwa in sich veränderndem Luftdruck oder in der schwan-

kenden Amplitude elektromagnetischer Wellen, codiert ist. Auch diese Signale werden von 

Computern verarbeitet und müssen zu diesem Zweck in Zeichenfolgen umgewandelt, oder 

umcodiert, werden. 

Dies geschieht mithilfe der sog. Diskretisierung . Dabei wird ein Mess-

wert für einen Augenblick eingefroren und in eine Zahl umgewandelt, die diesen Messwert 

repräsentiert. Dabei wird der Messwert umso genauer wiedergeben, je mehr Stellen die für 

seinen Wert vorgesehene Zahl hat: Eine Diskretisierung mit nur einem Bit kann nur zwei 

Messwerte (etwa Licht an oder aus; allgemeiner, ob der Messwert über einem gegebenen 

Schwellwert liegt oder nicht) wiedergeben, eine Diskretisierung mit acht Bit hingegen schon 

256 usw. Höhere Auflösungen (entsprechend höheren Bitzahlen) führen dabei nicht unbe-

dingt zu einem besseren Ergebnis, da die Messung nicht nur selbst den Messwert geringfü-

gig verfälscht, sondern auch zufälligen Einflüssen (dem sog. Rauschen) unterliegt, die man 

in aller Regel nicht mit codieren möchte. So reichen für die Codierung von Schallwellen fürs 

Telefonieren schon acht Bit und für Audio-CDs werden die Schallsignale mit einer Auflösung 

von 16 Bit diskretisiert. 

Wie das obige Beispiel vom Ton (Telefonieren und CDs) schon nahelegt, 

reicht es bei der Codierung von Signalströmen nicht aus, lediglich einen Momentanwert in 

Vektorgrafiken  

Diskretisierung  

Zeitreihen  
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eine Zahl zu überführen ¬ die eigentliche Information steckt hier in der Änderung des Wer-

tes über die Zeit. Genau wie der Messwert selbst erscheint uns die Zeit aber kontinuierlich 

und Digitalisierung bedingt, dass auch die zeitliche Dimension diskretisiert, also in eine Folge 

von Zeitpunkten aufgeteilt wird. Die Diskretisierung wird deswegen mit einer vorgegebenen 

Frequenz wiederholt, und diese Wiederholung, Abtastung  genannt, führt zu einer zeitli-

chen Folge von Zahlen, auch Zeitreihe genannt, die zum Zweck der Aufzeichnung in eine 

räumliche Zahlenfolge konvertiert wird. 

Analog zur Frage nach der Auflösung der Messgröße ergibt sich somit die 

Frage nach der Auflösung der Zeit: Mit welcher Frequenz soll man ein Signal abtasten? 

Während die Antwort auf diese Frage vom Verwendungszweck abhängt, gibt es doch für 

einen bestimmten Zweck, nämlich die originalgetreue Reproduktion des Signals aus der Ab-

tastfolge, einen fundamentalen Satz: Dafür genügt nämlich eine Abtastrate, die etwas mehr 

als doppelt so hoch ist wie der höchste in dem Signal vorkommende Frequenzanteil (das 

Abtasttheorem ). Wenn also beispielsweise die höchste Frequenz in einem Signal bei 10 

kHz liegt, dann reicht es, das Signal etwas mehr als 20.000-mal in der Sekunde abzutasten, 

um das Originalsignal aus der Folge der Messwerte zu rekonstruieren. Auch wenn eine sol-

che Bandbegrenzung auf Seiten der Signalquelle nicht vorliegt, so kann doch eine Bandbe-

grenzung der signalverarbeitenden Stelle ausgenutzt werden, um Signale in einer für die 

Stelle vom Original nicht zu unterscheidenden Qualität zu reproduzieren: So beträgt die 

Abtastrate der Audiosignale auf CDs 44.1000 Hz, was bei einer Grenze des menschlichen 

Hörvermögens von ca. 22 kHz ausreicht, damit Menschen die Reproduktion der Signale 

nicht vom Original unterscheiden können. Übrigens: Bei einer Auflösung der Diskretisierung 

von 16 Bit und einer Codierung unseres Alphabets mit 5 Bit entspricht eine Sekunde Ton-

signal von einer CD knapp 120.000 Anschlägen oder knapp 30 Schreibmaschinenseiten. 

Man kann sich also leicht vorstellen, dass die Kapazität unseres Gehirns nicht ausreicht, um 

selbst das bandbegrenzte Audiosignal in all seinen Details vollständig wahrzunehmen. 

Als Bitfolgen codiert lassen sich Signalströme mittels Zeichenspielen ver-

arbeiten. Diese digitale Signalverarbeitung  kann als einer der zentra-

len Beiträge zur Digitalisierung verstanden werden, wird aber in diesem Kurs nicht weiter 

behandelt. 

7 Kompression  

Während das Abtasttheorem aussagt, wie dicht man ein Signal abtasten 

muss, um es technisch exakt rekonstruieren zu können, gelten für Sig-

nale, die ausschließlich für den Konsum durch Menschen bestimmt sind, andere Regeln: 

Hier geht es nicht um objektiv, sondern um subjektiv nicht vom Original unterscheidbare 

Reproduktion von Signalen. Dabei lässt sich ausnutzen, dass unsere Nervenzellen den origi-

nalen Signalstrom selbst dann nicht vollständig verarbeiten können, wenn er bandbegrenzt 

ist. Wenn man die Mechanismen der Verarbeitung kennt, kann man sie ausnutzen, um den 

Inhalt der Signale zu reduzieren, ohne dass deren Konsum davon wesentlich beeinträchtigt 

Wahl der Abtastrate  

 

digitale 

Signalverarbeitung  

verlustbehaftete 

Kompression  

https://de.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon-Abtasttheorem
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wird. Zeichenfolgen, die den originalen Signalverlauf repräsentieren, werden so vor ihrer 

Speicherung komprimiert  und vor einer späteren Wiedergabe expandiert . 

Die wohl bekanntesten Kompressionsformate für mediale Daten (Zeichenfolgen) sind JPEG 

(für stehende Bilder), MPEG (für bewegte Bilder) und MP3 (für Ton). Sie sind allesamt ver-

lustbehaftet, d. h., die Originale lassen sich daraus nicht exakt rekonstruieren. Übrigens: Bei 

}FLAC¨ qj` }ILAC¨ handelt es sich eigentlich um die Namen von Standardisierungsgre-

mien, der Joint Photographic Experts Group und der Moving Picture Experts Group7 }IL/¨ 

ist eigentlich die Bezeichnung des dritten Standards, der für die Kompression des Tons von 

MPEG-komprimierten Filmen entwickelt wurde, der aber ein prominentes Eigenleben ent-

wickelt hat. 

Jenseits des Medienkonsums sind Kompressionsverluste in der Regel nicht 

hinnehmbar. Die verlustfreie Kompression erlaubt daher die exakte Re-

produktion der originalen Zeichenfolgen aus den komprimierten. Sie nutzt bestimmte Re-

gelmäßigkeiten in den Zeichenfolgen wie beispielsweise eine (generell beobachtbare) Un-

gleichverteilung der relativen Häufigkeit von Zeichen (der auch das Morsealphabet zugrunde 

liegt) oder immer wiederkehrende Muster (wie beispielsweise lange Folgen von Nullen oder 

Einsen, die man dann durch ihre als Zahl codierte Länge ersetzt; beispielsweise bei der Fax-

Codierung verwendet). Rein zufällige Folgen gleichverteilter Zeichen lassen sich dagegen 

überhaupt nicht komprimieren. Interessanterweise bringt die Anwendung verlustfreier 

Kompressionsverfahren auf Zeichenfolgen, die den Ton von gesprochener Sprache oder von 

Musik codieren, nur wenig (FLAC beispielsweise komprimiert in etwa auf die Hälfte der ori-

ginalen Größe) ¬ es lassen sich darin kaum Regelmäßigkeiten erkennen, was darauf hin-

deutet, dass die zur Verfügung stehende Kapazität zur Informationsübertragung von ge-

sprochener Sprache und insbesondere Musik grundsätzlich sehr gut ausgenutzt wird. Ge-

schriebene und als Zeichenfolge mit fester Zeichencodelänge codierte Texte hingegen lassen 

sich in der Regel stark komprimieren. 

8 Verschlüsselung  

Eng verwandt mit der Kompression ist die Verschlüsselung  von Zeichenfolgen, auch Chiff-

rierung  genannt. Dabei wird aus einer vorgegebenen, zu verschlüsselnden Zeichenfolge 

mithilfe eines Schlüssels eine neue Zeichenfolge erzeugt, aus der sich, wiederum mithilfe 

eines Schlüssels, die ursprüngliche Zeichenfolge rekonstruieren lässt. Einfache Verschlüsse-

lungen tauschen Zeichen nach einem, durch die Schlüssel mitbestimmten Schema gegen 

andere aus oder ändern ihre Reihenfolge. Nach einem solchen Prinzip funktionierte bei-

spielsweise die Verschlüsselungsmaschine Enigma; wie man leicht erkennt, handelt es sich 

auch dabei nur um Zeichenspiele. 

Bei einer idealen Verschlüsselung ist es unmöglich, die originale Zeichen-

folge aus der verschlüsselten Zeichenfolge ohne Kenntnis des Schlüssels 

zu rekonstruieren oder den Schlüssel zu erraten, d. h., aus der verschlüsselten Zeichenfolge 

 

 

 

 

verlustfreie 
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ideale 
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https://de.wikipedia.org/wiki/Moving_Picture_Experts_Group
https://de.wikipedia.org/wiki/MP3
https://de.wikipedia.org/wiki/JPEG
https://de.wikipedia.org/wiki/Free_Lossless_Audio_Codec
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Hinweise auf den Schlüssel abzuleiten.29 Dabei ist interessanterweise gerade die Ungleich-

verteilung der Häufigkeit von Zeichen in Zeichenfolgen (die ja die Grundlage vieler Kom-

pressionsverfahren darstellt) der Schlüssel zum Erraten des Schlüssels. Bei der Verschlüsse-

lung versucht man daher, diese Ungleichverteilung zu beseitigen ¬ die verschlüsselte Zei-

chenfolge sollte von einer zufälligen möglichst nicht zu unterscheiden sein. 

Ein Problem der gewöhnlichen, symmetrischen Verschlüsselung  ist, 

dass beiden Seiten, der verschlüsselnden und der entschlüsselnden, der 

Schlüssel bekannt sein muss. Der Schlüssel muss dazu selbst übermittelt 

werden, was, wenn diese Übermittlung die Verschlüsselung nicht gefährden soll, dasselbe 

Problem beinhaltet: Die Übermittlung muss geheim, d. h. verschlüsselt, erfolgen. Bei der 

sog. asymmetrischen Verschlüsselung  publiziert der Empfänger einer Nachricht einen, 

seinen, öffentlichen Schlüssel, den jeder Sender zur Verschlüsselung von Nachrichten an ihn 

(und nur an ihn) verwenden kann; dieser Schlüssel taugt jedoch nicht zur Entschlüsselung 

der Nachricht ¬ dazu ist der zum öffentlichen Schlüssel passende private Schlüssel notwen-

dig, den nur der Empfänger kennt. 

Verschlüsselung ist ein eigenes Forschungsgebiet, das auf Anleihen aus 

der Zahlen- und der Informationstheorie basiert. Sie ist eine der Grundlagen der sog. digi-

talen Transformation, wird dabei aber von den meisten Menschen nicht besonders ernstge-

nommen. So bleiben z. B. die meisten der heute verschickten Emails unverschlüsselt (Motto: 

}E_d d]^a je_dpo vq ran^ancajĠ¨%. Endschuldigend könnte man anführen, dass kein bis 

heute verwendetes Verfahren zur Verschlüsselung wirklich sicher ist ¬ so ist es z. B. schwie-

rig, sicherzustellen, dass ein (beispielsweise auf einer Webseite) publizierter öffentlicher 

Schlüssel einer Person auch wirklich zu der Person gehört (eine Frage der Authentizität; vgl. 

dazu auch Kapitel 15 in Kurseinheit 2). So betrachtet man Verschlüsselungen allgemein als 

sicher, wenn der Aufwand, sie zu knacken, in keinem Verhältnis zum Nutzen steht. Nach 

dieser Definition können allerdings sichere Verschlüsselungen schnell unsicher werden, 

nämlich wenn der Nutzen ihrer Überwindung ansteigt.30 

9 Programme  

Um Zeichenspiele durchzuführen braucht es Spieler. Spätestens mit der nächsten Kursein-

heit sollte endgültig klar werden, dass diese Rolle im Kontext der Digitalisierung Maschinen 

zugedacht ist: den Computern. 

                                                
29 Blind erraten kann man einen Schlüssel natürlich immer, aber bei einem idealen Verschlüsselungs-

verfahren bräuchte man dazu schon so viel Glück, dass man nicht ernsthaft darauf setzen kann, auch 

wenn man alle verfügbaren Computer gleichzeitig zum Raten einsetzt. 

30 Gleiches gilt übrigens auch für die (ebenfalls, aber nicht nur auf Verschlüsselung basierende) 

Blockchain-Technik: Auch hier ist die Sicherheit nur relativ. 
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