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Losungshinweise zu Anhang A

zu Selbsttestaufgabe A.10 (Wahrscheinlichkeitsfunktion) Seien A, B €
Form Formeln der Sprache L.

1. Es ist
A=(AANB)V(AAN-B)

Da AA B und A A =B einander ausschliefien, folgt die Behauptung mit Ei-
genschaft (P2).

2. Esist T=AV A, also

wegen (P1) und (P2).
3. P(L) =0 folgt aus (P1) und (2.) wegen =T = L.
4. Es gelte = A = B. Dann ist

A=ANB
und wegen
B=(BANA)V (BA-A)
folgt
B=AvV (BA-A)
Damit gilt

P(B) =P(A)+ P(BAN-A)> P(A)
wegen (P2) und da P(BA—-A) >0
5. Durch wiederholte Anwendung von (P2) erhalten wir, zusammen mit Teil 1:
P(AvB) = P(AV(-ANAB))
= P(A)+P(—ANDB)
= P(A)+P(-AANB)+P(ANB)—P(ANB)
P(A) + P(B) — P(AA B)
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zu Selbsttestaufgabe A.14 (Marginalisieren, Randverteilung) Die Rand-
verteilung P iiber D und S5 berechnet sich folgendermafen:

0 |0.30
1 10.10
0 [0.35
1 10.25

0
0
1
1

zu Selbsttestaufgabe A.17 (bedingte Wahrscheinlichkeit) Es ist

P(DAS)) 031

P(DAS 0.25
P(SﬂD)WmOAl?

Bei ca. 52 % aller Patienten, bei denen Diagnose D festgestellt wurde, lag auch
Symptom S; vor, wihrend nur ca. 42 % aller Patienten mit Diagnose D Symptom
So zeigten.

zu Selbsttestaufgabe A.19 (bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion) Die fol-
gende Tabelle enthilt die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion Pg, = P(- | S2):

D S| Ps,
0 0 ]0.229
0 1 ]0.057
1 0 |0.400
1 10314

zu Selbsttestaufgabe A.31 (Unabhingigkeit) Seien A, B Mengen von Aus-
sagenvariablen aus £. A und B sind genau dann unabhéngig, wenn fiir beliebige
Atome a € A, b € B gilt

P(ab) P(a)P(b)
= ];((T:)) = P(a)
< P(al|b) P(a)
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zu Selbsttestaufgabe A.35 (Satz von Bayes) Wir berechneten im Beispiel A.34
die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

P(f)=05 P(r)=025 P(f|r)=0.44
Mit dem Satz von Bayes folgt dann

flrm)P(r) 0.44-0.25

P(fy 05 =022

Pr| 1) =2

zu Selbsttestaufgabe A.36 (bedingte Unabhingigkeit) In Beispiel A.34 gilt
Gl pR| S genau dann, wenn

P(gr|8)=P(g]8)P(|3)

fiir beliebige Werte ¢, 7, $ der Variablen G, R, S ist. Fur die Werte f,r, s erhalten
wir wegen

0.02

0.08
P(fls) = 003 1

0.02

tatséchlich P(fr | s) = P(f | s)P(r | s). Hingegen ist
0.09

_ 0.42
0.23

Hier ist also 0.098 ~ P(fr | 5) # P(f | )P(r | §) ~ 0.114, und damit sind G und
R nicht bedingt unabhéngig bei gegebenem S.

zu Selbsttestaufgabe A.37 (Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

1. Durch Aufsummieren erhilt man aus der Tabelle in der Aufgabenstellung die
Randverteilung tiber X und Y:

P(iy) = P(ayz) + P(ig7),
tir & € {=, 2}, ¥ € {y, 7}, also z.B.

P(xy) = P(xyz) + P(xyz).
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|y | Plz,y)
0]0 3
011 5%
110 5
1)1 <

2. Wir berechnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X | Y'); hierzu kénnen
wir die Randverteilung aus Teil 1 benutzen. Zunéchst ist

5 6 29

P(y) = — 4+ — = =2
W=5"13"5%

Weiter ist

Pxly) =

Plx|y) =

3. Wegen Selbsttestaufgabe 13.13,(1) miissen wir zum Nachweis der bedingten
Unabhéngigkeit von X und Y bei gegebenem Z nur zeigen:

Pley|z) = Plx|2)Py]|2) (L.7)
Plxy|z) = P(x|2)Py]Zz) (L-8)
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Es ist
P(zz) P(yz)
P P — .
_ Bth o mti
25 25
52 52
—\5
_ 1
925
4
_ 13
25
52
_ P(xyz)
 P(2)
= P(ay|2)
und
_ ) P(zz) P(yz)
P P = )
@I12PW12) = 5 g
_ nth o mtn
27 27
52 52
_ 81
9 3
_ 8
Y
2
— 13
27
52
_ P(xyz)
- P(%)
= P(ay|2)

Damit sind die Beziehungen (L.7) und (L.8) gezeigt. (Beachten Sie aber, dass
die Gleichungen (L.7) und (L.8) nicht auseinander ableitbar sind.)
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zu Selbsttestaufgabe A.40 (Maximale Entropie) Der Nachweis des ersten
Teils ist eine einfache Rechenaufgabe.

Sei P eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber  mit || = n. Wir
schreiben P als Wahrscheinlichkeitsvektor, P = (p1,...,pn). Dann ist Y. | p; =
1=>3" 1 nach der Ungleichung (A.13) also

i=1n>

n
0 < ) pilognp
=1

n n
Zpi log pi + Zpi logn
i=1 i=1

und daher . B
- sz' logpi < sz' logn
i=1 i=1

Wegen Y " p;logn =logn ). | p; =logn gilt also

H(P)=—Y pilogp; <logn = H(Py)
=1

zu Selbsttestaufgabe A.42 (Relative Entropie) Es ist
- pi
R(P, Py) = E i log ——
( ) 0) i:1p 0g 1/7’L

= > pi(logn +logp;)
=1

n n
= logn» pi+ Y pilogp;
=1 i=1

= logn— H(P)



L-182

Losungshinweise zu Anhang A

zu Selbsttestaufgabe A.43 (Entropie)

1. Sei k mit 2 < k <n—1 ein fester Index und es sei s = p; + ...+ pi. Es ist zu

zeigen, dass

Hp, ...

7pn) = H(Svpk+1a' .

Bt

pn) + sH(Z .

S

A

gilt. Dazu formen wir die rechte Seite der Gleichung sukzessive um:

,pn)+sH(%

= slogs + pg+1logprs+1 + - -

H(Svpk+1a' o

= slogs + pg+1logprs1 + - -
= slogs + pr+1logprs1 + - -

= slogs + pi+1logpr1 + ...

=p1logp1 + ...+ prlogpy +
= H(p177pn)
2. Sei P = (p1,...

Ereignisse mit X C Q, X # 0, X # Q

Es ist zu zeigen:

H(P)

Zum Beweis sei 0.E. X = {w,...
Dann ist Px = (P’&),.. .

Py =(0,...,0, B,

Pk
9 P(X)a
» P(Y)

A

,wk},Y = {warla"'
0,...

i), P(Y)

Pk
S )
+ pn logpy

Jrs(}2
S

+ Dn Ingn +p1 1ng_81 +

log&+...+p—klog@)

S S S
..+pklogp?k
+ pplogp, + p1logpr —prlogs+ ...

+ pi log pr, — pr log s
+ pn logpn + p1logpr + ...

+prlogpr — (p1 + ... +pi)logs

Pr+1logpryr + ... + pplog pp

,wn}. Es seien X und Y
und Y =Q — X.

H(P(X),P(Y))+ P(X)H(Px)+ P(Y)H(Py).

s Wn )
,0,P(X)=p1+ ...+ pg und

=Pkt1t+ ...+ Dn.

Mit zweimaliger Verwendung der Gleichung aus Teil 1 gilt:

H(P) = H(pi,...,pn)
= H(P(X),pkt1s---Pn)
= H(P(X),Prt1,---+Pn)
= H(P(X),P(Y))+P(X
= H(P(X),P(Y))+ P(X

4! Pk

+P(X)H(P(X),...,P(X))
+ P(X)H(Px)

Pk+1 Pn
JH(Px)+ POH(550 - pryy)
JH(Px)+ P(Y)H(Py)



