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Aufgabenteil

Aufgabe 1 25 Punkte

Gegeben ist das folgende lineare Programm (LOP):

min xo= 3x; + 629
u. d. N. ry + 13 = 6
1 + 31y = 12
Ty 2
Ty, Ty 2

a) Stellen Sie das zugehorige duale LOP auf.

b) Losen Sie das primale LOP unter Beriicksichtigung sdmtlicher Nebenbedin-
gungen graphisch. Geben Sie eine optimale Losung sowie hierzu den Zielfunk-

tionswert an.

c¢) Uberfiihren Sie das primale LOP in das lquivalente Maximierungsproblem
und bestimmen Sie mittels der dualen Simplex-Methode eine optimale Losung.
Geben Sie ausgehend von der Berechnung jeweils fiir das primale und das
zugehorige duale LOP die optimale Losung einschlieBlich Zielfunktionswert

an.
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Aufgabenteil

Aufgabe 2 30 Punkte

Bickermeister Kalle Knusprig betreibt in der Welterbestadt Quedlinburg im Harz ei-
ne traditionelle Backstube. Der Marktdruck durch die omniprisenten GroBbéackerei-
en zwingt auch Kalle Knusprig zur Optimierung seines Backprogrammes. Zunichst
soll das Segment der Ofenbrote optimiert werden. Die Béckerei stellt mit Blick auf
die Stadtgeschichte die Brotsorten Konig Heinrich 1. (B;), Kaiser Otto 1. (B5) und
Heilige Mathilde (B5) her. Alle Brote werden traditionell aus Sauerteig und einer ge-
heimen Gewiirzmischung hergestellt, d. h. ausschlieBlich Weizenmehl (1?;) und/oder
Roggenmehl (R,), Hefe (R3), Gewiirzen (R,) und Wasser (R5). Der Bedarf an Zuta-
ten sowie die Backzeit im Ofen (W7) je Brotsorte konnen der nachstehenden Tabelle

entnommen werden:

Wi Ry Ry Rs Ry Rs

(h) (kg) (kg) (g) (2) (ml)
B 1,0 1 0 84 30 1.000
B 1,5 0 2 168 60 2.000
Bs 1,0 1 1 84 50 2.000

Die Stiickdeckungsbeitriige je Brot betragen fiir B; 1,50 €, fiir B, 2,50 € und fiir
B3 2,00 €. Fiir die Produktion verfiigt die Béackerei iiber einen Steinbackofen mit 40
Backplitzen, welche von jeder Brotsorte belegt werden konnen. Der Ofen ist tiglich
fiir 5 Stunden zum Backen von Broten reserviert. Ist auf einem Backplatz ein Brot
fertig gebacken, kann es unabhidngig von den anderen noch im Ofen befindlichen
Broten durch ein noch nicht gebackenes Brot ersetzt werden. Dabei wird angenom-
men, dass der Wechsel auf einem Backplatz keine Zeit beansprucht. Je Tagespro-
duktion kénnen von R; 140 kg und von R, 200 kg vorgehalten werden. Hefe ([?3),
Gewiirze (R,) und Wasser (R5) stehen in beliebiger Menge zur Verfiigung.

a) Stellen Sie das entsprechende mathematische Modell zur Bestimmung eines

Produktionsplans mit maximalem Deckungsbeitrag auf.

Hinweis: Verwenden Sie hierzu die Variable z;, welche die herzustellende
Menge des Brotes B; angibt (¢« = 1,2, 3). Achten Sie auf die Dimensionen!

Das Hinzufiigen von Ganzzahligkeitsbedingungen ist nicht notwendig!

b) Erginzen Sie das vollstindige Modell aus Aufgabenteil (a¢) um notwendige
Schlupfvariable und stellen Sie ein Anfangstableau fiir die Berechnung der op-

timalen Losung mittels Simplexalgorithmus auf. Bestimmen Sie anschlieend
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Aufgabenteil

c)

d)

eine Losung, in dem Sie maximal 3 Simplexschritte ausfithren. Markieren Sie

jeweils das Pivot-Element.

Geben Sie Thre in Aufgabenteil (b) berechnete Losung vollstindig und ein-
schlielich Zielfunktionswert an. Bewerten Sie Ihre Losung hinsichtlich Opti-

malitédt und interpretieren Sie die GroBen okonomisch.

Neben Broten kommen bei Kalle Knusprig natiirlich auch allerlei Kuchensor-
ten in den Steinbackofen. Ausgerechnet der im Ofen karamellisierende Zucker-
kuchen schmeckt seinen Kunden besonders gut, sodass Knusprig hdufig Son-
derauftrige annimmt. Kalle Knusprig interessiert nun brennend, wie stark er
die taglich zur Verfiigung stehende Backzeit variieren kann, ohne dass sich die

Struktur seines Produktionsprogramms dndert.
dl) Geben Sie zuniichst die Inverse B~! der optimalen Basis an.

d2) Fiihren Sie eine Sensitivitdtsanalyse durch und berechnen Sie das kri-
tische Intervall [A,in; Amae] fiir die zum Backen der Brote verfiigbare

Zeitkapazitit.

d3) Bleibt die bereits in Aufgabenteil (c) ermittelte Basislosung optimal, falls
sich die Schwankungen auf bis zu 1 Stunde um den Wert des zur Verfii-
gung stehenden Zeitfensters von 5 Stunden belaufen? Interpretieren Sie
hierzu das kritische Intervall in Bezug auf eine bereits berechnete opti-

male Basislosung.

AbschlieBend geht es um eine betriebswirtschaftliche Bewertung: Das in Auf-
gabenteil (a) entwickelte Modell beriicksichtigt ganz offensichtlich nicht sdmt-
liche Aspekte der Realitiit. Uberlegen Sie, welche Faktoren gegebenenfalls in
einem erweiterten Optimierungsmodell Beachtung finden sollten. Geben Sie
zwei Moglichkeiten an und begriinden Sie diese kurz. (Hinweis: Berechnun-

gen oder konkrete Modellierungen sind nicht erforderlich!)
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Aufgabe 3 15 Punkte

Die Berufsfeuerwehr ist in Hagen mit 2 Feuer- und Rettungswachen, 2 Rettungs-
wachen sowie 2 Notarztstationen vertreten. Die Amtsleitung in der Leitstelle hat Thr
Logistikunternehmen beauftragt, die monatliche Versorgung aller Wachen und Sta-
tionen mit technischer Ausriistung zu iibernehmen. Insgesamt reicht es aus, wenn
Sie hierfiir eine Fahrt mit nur einem Lastkraftwagen einplanen. Der Unternehmens-
standort V) liegt gliicklicherweise genau an der Leitstelle. Die Entfernungen (in km)
zwischen den Standorten V; und V; (4,7 = 1,2,3,4,5,6) sind in folgender Entfer-

nungsmatrix gegeben:

-9 12 18 10 7

9 —-— 5 4 0,5 6
12 5 - 8 6 4,5
C= ’
8 4 8 — 5 95
10 0,5 6 5 — 9

7T 6 45 95 9 -

Ausgehend von Vj ist es Thr Ziel, alle n = 6 Standorte anzufahren, ohne einen der
Standorte zweimal zu besuchen, und dabei die insgesamt zuriickgelegte Strecke zu

minimieren. Es handelt sich hier folglich um ein klassisches Rundreiseproblem.

a) Verwenden Sie den im Kurs angegebenen Greedy-Algorithmus, um ein mini-
males Geriist zu bestimmen; verdeutlichen Sie dabei, in welcher Reihenfolge
Kanten akzeptiert bzw. verworfen werden. Zeichnen Sie das minimale Geriist

und geben Sie an, welchen Wert dieses Geriist hat.

b) Seinun der Knoten V; ausgezeichnet. Wie sieht der entsprechende minimale 1-
Baum aus; ldsst sich bei der Erzeugung des minimalen 1-Baumes das Vorgehen

aus Teilaufgabe a) zunutze machen? Welchen Wert hat nun dieses Geriist?

¢) Erldutern Sie mit wenigen Worten die Bedeutung des minimalen 1-Baumes fiir

das vorgestellte Problem.
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Aufgabenteil

Aufgabe 4 15 Punkte

Die Stadt Hagen plant, die Standorte ihrer Feuer- und Rettungswachen neu zu struk-
turieren, um die entsprechenden Pflichtaufgaben der Stadt Hagen insgesamt kosten-
minimal zu erbringen. Es werden fiir die Uberdeckung des stidtischen Gebietes —
bestehend aus fiinf Stadtbezirken — sechs Grundstiicke als potentielle Standorte in
Betracht gezogen. Die Erreichbarkeiten der fiinf Stadtbezirke von den sechs Grund-
stiicken ist der Matrix A zu entnehmen, wobei der Zeilenindex ¢, miti = 1,2, 3,4, 5,
die Stadtbezirke nummeriert und der Spaltenindex 7, mit 5 = 1,2,3,4,5,6, die
Grundstiicke. Ein Element a;; = 1 gibt also an, dass die Feuerwehr von dem Grund-
stiick j den entsprechenden Stadtbezirk 7 in angemessener Zeit erreichen kann; diese

angemessene Zeit wird auch Hilfsfrist genannt.

01 1001
000101
A=1111000
01 0101
00 0O0T1PQ0

Die monatlichen Betriebskosten der Feuerwehren (in tausend € ) konnen dem Kos-
tenvektor ¢ = (30 50 35 40 60 45) entnommen werden; die Investitions-
kosten der neuen Standorte und die Abrisskosten der alten werden hier vernachlis-

sigt.

a) Formulieren Sie ein mathematisches Optimierungsmodell fiir das gegebene
(unreduzierte) Uberdeckungsproblem. Verwenden Sie hierzu die Variable z;,
die den Betrieb der Feuerwehr j angibt (7 = 1,2, 3,4, 5, 6).

b) Warum sollte die Feuerwehr j = 5 zwingend betrieben werden? Begriinden

Sie sowohl formal als auch inhaltlich!

¢) Reduzieren Sie — soweit moglich — die Matrix A mit Hilfe der Thnen bekannten
Reduktionsregeln. Notieren Sie jeden einzelnen Schritt mit der dort angewand-
ten Regel sowie die dadurch zu streichenden Spalten und Zeilen. Die in dem
Kurs in den jeweiligen Regeln verwendete Notation der Indizes, wie beispiels-

weise k, i, j, ¢, ist dabei unbedingt einzusetzen.

d) Welche Feuerwehren werden betrieben, und wie hoch fallen die monatlichen

Betriebskosten insgesamt aus?
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Aufgabenteil

Aufgabe 5 15 Punkte

Ein Unternehmen stellt die beiden Produkte A und B her. Aufgrund von Kapazitéts-

und Absatzbeschrinkungen sind folgende Nebenbedingungen zu beachten:

TA < 90
zg < 50
xa + 3xp S 180
2rqa + axp = 160
ra + Txp = 210
rp, v 2 0

wobei x4 bzw. zp die herzustellende Menge (in 10.000 Stiick) von Produkt A bzw.
Produkt B sei. Der Erlos von Produkt A liegt bei 50 €/Stiick, der von Produkt B bei
30 €/Stiick.

Fiir das Unternehmen arbeiten zwei Handelsvertreter. Vertreter 1 vertreibt das Pro-
dukt A und verfolgt das Ziel z; der Umsatzmaximierung von Produkt A. Demgegen-

tiber verfolgt Vertreter 2 das Ziel z, der Umsatzmaximierung von Produkt 5.

a) Formulieren Sie das lineare Vektormaximierungsproblem (LVMP).
b) Stellen Sie die Losungsmenge von (LVMP) graphisch dar.

¢) Ermitteln Sie die individuell optimalen Losungen von (LVMP) und geben Sie
die Menge der individuell optimalen Losungen formal an.

d) Das Controlling stellt fest, dass der Deckungsbeitrag von Produkt A mit 5 €/Stiick
negativ ist und der von Produkt B bei 10 €/Stiick liegt.

dl) Ermitteln Sie graphisch das Produktionsprogramm, das den Gesamtde-

ckungsbeitrag maximiert:
DB(za,z5) = —5x4 + 10xp.

Geben Sie die herzustellende Menge von den Produkten A und B sowie

den maximalen Deckungsbeitrag an.

d2) Der Controller des Unternehmens behauptet, dass die unter d/) ermittelte

optimale Losung funktional-effizient sei, denn schlieBlich handele es sich
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um eine Zielgewichtung mit
2
U(za,28) = thzq(:cA,:cB) = —bz1(xa,xp) + 1029(z 4, 2B)
q=1

und die Zielgewichtung liefert stets funktional-effiziente Losungen.

Ist die Aussage zutreffend? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Hinweise zur Bearbeitung der Modulklausur 32621

1. Tragen Sie zunéchst sowohl auf das Deckblatt als auch auf das Deckblatt der

Losungsbogen Thren Namen und Thre Matrikelnummer ein!

2. Benutzen Sie fiir IThre Rechnungen nur die beigefiigten Losungsbogen und
tragen Sie dort IThren Namen und Thre Matrikelnummer ein. Trennen Sie von
den Losungsbogen keine Blitter ab; am Ende der Klausur miissen alle Lo-
sungsbogen abgegeben werden. Die Losungen miissen in den dafiir vorgese-
henen Raum auf den Losungsbogen eingetragen werden. Falls der Platz nicht
ausreicht, benutzen Sie bitte die Riickseiten oder die freien Blitter am En-
de und geben Sie einen deutlichen Hinweis auf die Aufgabenzugehorigkeit.
Bedenken Sie bitte bei der Anfertigung Threr Losungen, dass vor allem der
Losungsweg einschlieBlich Ansatz und Zwischenschritten bewertet wird. Bei
einem mehrfach bearbeiteten Aufgabenteil wird lediglich die erste Losung

bewertet. Nicht zu korrigierende Losungsteile sind zu entwerten.
3. Die Klausur umfasst 5 Aufgaben, die in 120 Minuten zu bearbeiten sind.

4. Zu jeder Aufgabe ist die maximal erreichbare Punktzahl angegeben; die Sum-
me aller Punkte betrdagt 100. Die Klausur ist auf jeden Fall bestanden, wenn
50 Punkte erreicht wurden. Bitte kontrollieren Sie sofort, ob Sie ein voll-
stindiges Klausurexemplar erhalten haben.

5. Die Verwendung eines Taschenrechners ist — sofern iiberhaupt ein Taschen-
rechner als Hilfsmittel in einer Klausur zugelassen ist — dann und nur dann

erlaubt, wenn dieser einer der folgenden Modellreihen angehort:
- Casio fx86 oder Casio fx&87,
- Texas Instruments TI 30 X II,
- Sharp EL 531.

Die Verwendung anderer Taschenrechnermodelle wird als Téduschungsver-
such gewertet und mit der Note ,,nicht ausreichend* (5,0) sanktioniert. Ob
ein Taschenrechner einer der drei Modellreihen angehort, konnen Studierende
selbst iiberpriifen, indem sie die vom Hersteller auf dem Rechner angebrach-
te Modellbezeichnung mit den oben angegebenen Bezeichnungen verglei-
chen: Bei vollstiindiger Ubereinstimmung ist das Modell erlaubt. Ist die auf
dem Rechner angebrachte Modellbezeichnung umfangreicher, enthilt aber ei-
ne der oben angegebenen Bezeichnungen vollstindig, ist das Modell eben-

falls erlaubt. In allen anderen Fillen ist das Modell nicht erlaubt. Eventuelle
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Vorginger- oder Nachfolgemodelle, die nicht in der oben aufgefiihrten
Liste enthalten sind, sind ebenfalls nicht erlaubt.

6. Dariiber hinaus sind ausschlielich die zum Modul gehdrenden Kurseinhei-
ten einschlieBlich der darin enthaltenen Losungen zu den Ubungsaufgaben
sowie der Modul-Leitfaden zugelassen. Die Kurse diirfen Unterstreichungen,
Markierungen und textbezogene Anmerkungen (z.B. Zwischenschritte oder
Nebenrechnungen) enthalten. Auch Griffregister bspw. Klebezettel sind zu-
gelassen und konnen mit Stichworten versehen werden. Nicht zugelassen sind

eingelegte Seiten aller Art.

7. Vergessen Sie nicht, die Klausuren auf der letzten bearbeiteten Seite zu un-
terschreiben.

8. Lesen Sie den Aufgabentext gut durch und nun:

Viel Erfolg!
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% Aufgabe 1 Matr.-Nr.:

a)

b)

Punkte
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% Aufgabe 1 Matr.-Nr.:

c)

Punkte
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% Aufgabe 1 Matr.-Nr.:

Forts. ¢)

Punkte
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% Aufgabe 2 Matr.-Nr.:

a)

Punkte
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% Aufgabe 2 Matr.-Nr.:

b)

Punkte
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% Aufgabe 2 Matr.-Nr.:

c)

d)
dl)

Punkte
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% Aufgabe 2 Matr.-Nr.:
Forts. d)
d2)
d3)

Punkte
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% Aufgabe 2 Matr.-Nr.:

e)

Punkte
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% Aufgabe 3 Matr.-Nr.:

a)

Punkte
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% Aufgabe 3 Matr.-Nr.:
b)
c)

Punkte
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% Aufgabe 4 Matr.-Nr.:

a)

b)

Punkte
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% Aufgabe 4 Matr.-Nr.:
c)
d)

Punkte
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& Aufgabe 5§ Matr.-Nr.:

a)

b)

Punkte
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S Aufgabe 5 Matr.-Nr.:

9

d)
dl) Losungshinweis: Die graphische Losung konnen Sie in der Graphik von

Aufgabenteil 5b) vornehmen. Kennzeichnen Sie diese jedoch deutlich!

Punkte
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S Aufgabe 5 Matr.-Nr.:

Forts. d)
d2)

Punkte
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&  Aufgabe __  Matr.-Nr.:

Punkte
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&  Aufgabe __  Matr.-Nr.:

Punkte
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&  Aufgabe __  Matr.-Nr.:

Punkte
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S Aufgabe __ Matr.-Nr.:

Punkte
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S Aufgabe __ Matr.-Nr.:

Punkte
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Punkte
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