11 Diskrete Zufallsvariablen

11.1 Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion

In Kapitel 2 wurde zwischen diskreten und stetigen Zufallsvariablen unterschieden. Ei-
ne Zufallsvariable X wurde als diskret bezeichnet, wenn sie nur endlich viele, héchstens
aber abzihlbar unendlich viele Ausprigungen annehmen kann.! Beispiele fiir diskrete Zu-
fallsvariablen sind etwa die Merkmale ,Augenzahl beim Wurf mit einem Wiirfel“ (sechs
Auspragungen) oder , Anteil der SPD-Zweitstimmen in % bei den Bundestagswahlen im
Zeitraum 1990 - 2005 (fiinf Ausprigungen). Zahlvariablen sind stets diskret. Als stetig
gelten Zufallsvariablen, bei denen die Menge der Auspriagungen Intervalle sind. Die An-
zahl der Auspréigungen ist hier nicht mehr abzahlbar.

Im Folgenden geht es um die Wahrscheinlichkeitsverteilung diskreter Zufallsvaria-
blen — zunéchst allgemein, bevor dann spezielle diskrete Verteilungsmodelle vorgestellt
werden, die haufiger verwendet werden. Zwischen den in Kapitel 4 im Rahmen der be-
schreibenden Statistik behandelten empirischen Verteilungen (Haufigkeitsverteilungen)
und den theoretischen Verteilungen von Zufallsvariablen (Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen) gibt es auffillige Analogien. Dennoch ist eine klare Unterscheidung beider Kon-
zepte wichtig. Empirische Verteilungen basieren auf Daten, wihrend theoretische
Verteilungen Modelle sind, mit denen man die Realitdt ndherungsweise abzubilden
versucht. Auch die Kenngrofsen empirischer und theoretischer Verteilungen zur Cha-
rakterisierung von Lage und Streuung sollten auseinander gehalten und unterschiedlich
benannt werden.

Betrachtet sei eine diskrete Zufallsvariable X, die k Werte x4, ..., x; annehmen kann.
Letztere definieren die Tragermenge der Zufallsvariablen X. Das Verhalten von X
ist vollstdndig definiert, wenn fiir jede Realisation z; die Eintrittswahrscheinlichkeit
pi = P(X = x;) bekannt ist; ¢ = 1,... k. Die Funktion f, die jeder Ausprigung z;
eine Eintrittswahrscheinlichkeit p; zuordnet, heifst Wahrscheinlichkeitsfunktion von
X. Damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion nicht nur auf der Tragermenge {x1,..., 24},
sondern fiir alle reellen Zahlen z erklart ist, setzt man sie Null fiir alle x mit x # x;:

fla) = {pl flfrq:—xl, z.— 1,2,...,k (11.1)
0  fiir alle sonstigen x.

Die Funktion f(z) ldsst sich anhand eines Stab- oder Sdulendiagramms mit & Stidben
bzw. Sadulen der Lange pi, po, ..., pr darstellen. Besonders einfach ist der Fall, dass alle
Ausprigungen z; die gleiche Eintrittswahrscheinlichkeit p = % besitzen, also p; = p gilt
(lies: p-i identisch p). Man spricht dann von einer diskreten Gleichverteilung oder
genauer von einer diskreten Gleichverteilung mit Parameter p. Eine Gleichverteilung

1Zum Begriff ,abzéhlbar unendlich vgl. erneut die Fufinote in Abschnitt 2.2.
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trifft z. B. fiir das Merkmal Augenzahl X beim Wiirfeln mit einem Wiirfel* zu, wenn
man mehrfach wiirfelt und einen ,fairen Wiirfel voraussetzt, also einen Wiirfel, bei dem
alle Augenzahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Die Variable X hat hier
sechs Auspriagungen z; = 1,25 = 2,..., 16 = 6, die alle die Eintrittswahrscheinlichkeit
p= % aufweisen. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) der zugehérigen Gleichverteilung

ist im oberen Teil von Abbildung wiedergegeben.
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Abb. 11.1: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion der diskreten Gleichverteilung mit
p = ¢ (Wiirfeln mit einem Wiirfel)

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion kann nur nicht-negative Werte annehmen. Ferner
muss die Summe der Eintrittswahrscheinlichkeiten pq,pa, ..., pr in stets 1 sein.
Hier besteht eine Analogie zu den in Kapitel 4 behandelten relativen Haufigkeitsvertei-
lungen , denn auch relative Haufigkeiten sind nicht-negativ und summieren sich zu 1 auf.

Zur Beschreibung des Verhaltens der durch (11.1]) definierten diskreten Zufallsvaria-
blen X kann man anstelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion auch die Verteilungsfunk-
tion?

F(z) = P(X < z) (11.2)

von X heranziehen, die man zwecks Unterscheidung von der empirischen Vertei-
lungsfunktion fiir einen Datensatz praziser theoretische Verteilungsfunktion nennt.

2Wenn man die Wahrscheinlichkeitsverteilungen zweier Zufallsvariablen unterscheiden will, kann man
durch einen tiefgestellten Index deutlich machen, welche Verteilung gerade gemeint ist. Fiir eine
Variable X wiirde man also z. B. zwecks Prézisierung fx (z) und Fx (z) anstelle von f(z) und F(z)
schreiben.
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Offenbar hat F(x) fir z < x; den Wert Null und springt in x = x; auf den Wert
F(z1) = p1. Der Funktionswert bleibt auf dem Niveau p; bis zur Stelle x = x9, an der
ein erneuter Sprung nach oben erfolgt, nun auf F(z3) = p; + p2, usw. Die Werte der
Funktion F(z) ergeben sich also dadurch, dass an den Stellen = x; jeweils ein positi-
ver Beitrag p; hinzukommt, d.h. F'(x) ist eine monoton wachsende Treppenfunktion mit
Sprungstellen in x = x;. Bei der letzten Sprungstelle, also in = = xy, erreicht F(x) den
Wert 1. Anstelle von kann man demnach hier auch schreiben:

(0 flir x < 4

D1 fir z; <z < 29

F(r)= 4" : (11.3)
Pr+pe+...+per firz, <z <ayg

(1 fir x > xy,.
Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion einer diskreten Gleichverteilung mit k
Ausprigungen xq, z1, ..., gehen aus (11.1) und (11.3)) als Spezialfall hervor, wenn dort

fir alle Eintrittswahrscheinlichkeiten p; der Wert p = - eingesetzt wird. Der untere Teil
von Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion F'(x) des mit p = % diskret gleichver-
teilten Merkmals ,,Augenzahl X beim Wiirfeln mit einem Wiirfel*. Die Funktion weist

an den Stellen x1 = 1,25 = 2,..., 24 = 6 jeweils Spriinge der festen Hohe % auf.

Es gibt eine weitere Parallele zwischen den in Kapitel 4 behandelten relativen Héaufig-
keitsverteilungen und den Verteilungen diskreter Zufallsvariablen. Durch Aufsummieren
relativer Haufigkeiten kommt man zu empirischen Verteilungsfunktionen, die — wie in
Kapitel 4 gezeigt — ebenfalls monoton wachsende Treppenfunktionen sind, welche bis
zum ersten Sprung den Wert 0 aufweisen und nach der letzten Sprungstelle den Wert 1
erreichen.

Zusammenhénge zwischen Verteilungen diskreter Merkmale (theoretische Verteilun-
gen) und relativen Héufigkeitsverteilungen (empirische Verteilungen) lassen sich anhand
des statistischen Experiments ,Wiirfeln mit einem Wiirfel“ gut sichtbar machen, wenn
man das Experiment n-mal durchfiihrt mit hinreichend grofs gewéhltem n. Abbildung
11.2 zeigt im oberen Teil die per Simulation gewonnenen relativen Haufigkeiten in Form
schwarzer Saulen fiir die sechs moglichen Auspragungen bei nur 10-facher Durchfiihrung
des statistischen Experiments (n = 10). Im unteren Teil ist, ebenfalls in Schwarz, die
hieraus resultierende empirische Verteilungsfunktion wiedergegeben. Zu Vergleichszwe-
cken ist auch das schon in Abbildung[I1.1]dargestellte Modell der diskreten Gleichvertei-
lung mit dem Parameter p = % eingezeichnet. Neben der Abbildung sind in einer Tabelle
— dort in der mittleren Spalte — die beobachteten relativen Haufigkeiten f; fiir die einzel-
nen Augenzahlen und in der letzten Spalte die hier wieder mit F; abgekiirzten Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Stellen x = z; aufgefithrt (i = 1,2,...,6). Die
Tabelle zeigt, dass bei den 10 Wiirfen viermal die Augenzahl 1, zweimal die Augenzahl
4, dreimal die Augenzahl 5 und einmal die Augenzahl 6 erschien.

Abbildung zeigt erneut die relativen Haufigkeiten und die daraus abgeleitete em-
pirische Verteilungsfunktion, nun aber fiir den Fall n = 100. Auch hier ist zusétzlich
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Abb. 11.2: Relative Haufigkeiten fiir die sechs Augenzahlen bei 10-fachem Wiirfeln mit

einem Wiirfel und Vergleich mit der diskreten Gleichverteilung mit p = %

das Modell der diskreten Gleichverteilung mit p = % dargestellt. Ferner sind erneut die
relativen Haufigkeiten f; und die kumulierten Haufigkeiten F; tabellarisch ausgewiesen.
Man erkennt beim Vergleich von Abbildung mit Abbildung dass das theo-
retische Verteilungsmodell die Simulationsergebnisse bei grofserem n tendenziell besser
beschreibt — die im Experiment beobachteten relativen Haufigkeiten f; ndhern sich den
Werten f(z;) = é der Wahrscheinlichkeitsfunktion mit VergréRerung von n an.?

Der erste Wert f; = 0,4 der vorletzten Spalte in der Tabelle neben Abbildung
besagt z. B., dass in 40 % der Fille, also bei 4 der n = 10 Wiirfe, die Augenzahl z; = 1
beobachtet wurde. Der entsprechende Wert f; = 0,15 in der Tabelle neben Abbildung
der sich auf n = 100 bezieht und 15 % der Wiirfe mit Augenzahl z; = 1 bein-
haltet, liegt schon viel ndher am theoretischen Wert f(x;) = % ~ 0,17. Eine analoge
Feststellung gilt etwa fiir den Vergleich der Werte F5 = 0,90 (Wert der Verteilungs-
funktion im Falle n = 10) und F5 = 0,79 (Wert im Falle n = 100) in der letzten
Spalte der beiden Tabellen. Diese Werte geben die kumulierten relativen Haufigkeiten
fiir das Auftreten einer Augenzahl bis einschliefllich 5 an und stellen Schiatzwerte fiir
den Wert F(z5) = % ~ 0,83 der Verteilungsfunktion an der Stelle x5 = 5 dar. Der Wert
F5 = 0,79 in der Tabelle neben Abbildung[11.3|liegt niher am theoretischen Wert F(x5).

3Nur um die Notation nicht zu sehr zu komplizieren, wird in diesem Manuskript sowohl fiir die empi-
rische als auch fiir die theoretische Verteilungsfunktion dieselbe Bezeichnung F'(x) verwendet.
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Abb. 11.3: Relative Héaufigkeiten fiir die sechs Augenzahlen bei 100-fachem Wiirfeln mit

einem Wiirfel und Vergleich mit der diskreten Gleichverteilung mit p = %

Neben der diskreten Gleichverteilung ist noch ein weiterer einfacher Spezialfall einer
diskreten Verteilung zu erwdhnen, namlich die nach dem Schweizer Mathematiker Ja-
cob I. BERNOULLI (1655 - 1705) benannte Bernoulli-Verteilung, fiir die man auch
die Bezeichnung Zweipunkt-Verteilung findet. Diese Verteilung liegt vor, wenn eine
Zufallsvariable X nur zwei Ausprigungen aufweist, etwa 2; und 5 oder A und A. Die
Variable X spricht man auch als binare Zufallsvariable an. Bezeichnet p; = p die
Eintrittswahrscheinlichkeit fiir den Fall x = z; und py die fiir den Fall x = x5, so ist

offenbar ps = 1—p. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ([11.1)) hat dann die spezielle Gestalt

P fiir z = xq;
flz)=<¢1—p fiir z = zy; (11.4)
0 fiir alle sonstigen x.

Durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion (11.4]) oder die aus ihr ableitbare Verteilungs-
funktion

0 firz <
Flz)=PX <z)=qp firz <z <y (11.5)
1 fir x> 2o
ist eine Bernoulli-Verteilung vollstandig definiert. Thre Gestalt héngt natiirlich vom

Parameter p ab. Eine mit dem Parameter p bernoulli-verteilte Zufallsvariable X bezeich-
net man auch als Be(p)-verteilt und verwendet hierfiir die Notation X ~ Be(p) (lies: X
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ist bernoulli-verteilt mit dem Parameter p). Das Merkmal ,Ergebnis eines Miinzwurfex-
periments” (einmaliger Miinzwurf mit den moglichen Realisationen ,Zahl und ,Kopf*)
ist z. B. bernoulli-verteilt mit p = 0,5, wenn man eine ,faire Miinze voraussetzt. Ein
statistisches Experiment, dessen Ausgang durch ein bernoulli-verteiltes Merkmal be-
schrieben wird, heifst Bernoulli-Experiment.

Die nachstehende Grafik vermittelt eine Aussage, die schon in Abbildung visuali-
siert wurde. Sie zeigt den Entwicklungspfad der relativen Haufigkeiten f; = f;(Zahl) des
Auftretens der Auspriagung ,,Zahl“ nach j Miinzwurfexperimenten, wobei j = 1,2,...,n
mit n = 500. Es wird also ein Bernoulli-Experiment wiederholt durchgefiihrt — man
spricht in diesem Zusammenhang unter der hier erfiillten Voraussetzung der Unabhén-
gigkeit der Kinzelexperimente auch von einer Bernoulli-Kette — und die Zwischen-
stinde f;(Zahl) bis zum Endstand fortlaufend visualisiert. Abbildung zeigt mnicht
nur einen, sondern zwei Entwicklungspfade, also zwei Bernoulli-Ketten. Der Endstand
fs00(Zahl) der beobachteten relativen Haufigkeit liegt in beiden Féllen sehr dicht am
Wert p = 0,5 der Eintrittswahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl“, gegen den die Bernoulli-Ketten
fiir n — oo stochastisch konvergieren. Wenn man die Auspragungen x; und x5 zu 1 und
0 umcodiert (vgl. (11.18)), wird eine Bernoulli-Verteilung auch Null-Eins-Verteilung
genannt.
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Abb. 11.4: Relative Haufigkeit fiir ,Zahl“ bei 500-fachem Miinzwurf und Vergleich mit dem
Parameter p = 0,5 der Bernoulli-Verteilung
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11.2 Kenngrofien diskreter Verteilungen

In Kapitel 5 wurden empirische Verteilungen durch wenige Kenngrofen charakterisiert.
Zu nennen sind hier insbesondere die Lageparameter Mittelwert und Median , mit de-
nen der Schwerpunkt einer Verteilung beschrieben wurde, sowie die Streuungsparameter
Spannweite, Standardabweichung und Varianz, mit denen die Variabilitdt eines Daten-
satzes ausgedriickt werden kann. Auch theoretische Verteilungen werden durch Lage-
und Streuungsmafe charakterisiert. Die Analogien zwischen empirischen und theoreti-
schen Verteilungen sind bei den diskreten Zufallsvariablen besonders augenfillig.

Das arithmetische Mittel T einer empirischen Verteilung eines Datensatzes x1, xs, . . ., x,,
der sich auf ein diskretes Merkmal X mit & Auspriagungen ay, as, . . . a; bezieht, lasst sich
gemélk als Summe der mit den relativen Haufigkeiten gewichteten Merkmalsauspréa-
gungen darstellen, also durch ay f; + asfo + ... + a fr. In dhnlicher Weise lasst sich auch
der Schwerpunkt der Verteilung der diskreten Zufallsvariablen charakterisieren.
Man bildet hier die Summe z1p; + xops + . . . + 21pr der mit den Eintrittswahrscheinlich-
keiten pq, po, . . ., pr gewichteten Realisationen. Diese Summe wird als Erwartungswert
bezeichnet und mit F(X) oder kiirzer mit p bezeichnet. Der Erwartungswert £(X) (lies:
Erwartungswert von X)) einer nach definierten diskreten Zufallsvariablen ist also
gegeben durch

k
o= E(X)=xi1p1 +xopa + ... + Tppr = szpl (11.6)

i=1

Die Merkmalsauspriagungen aq, as, . .. ay und die relativen Héaufigkeiten f1, fo, ... fr aus
Kapitel 5 werden also hier, bei der Charakterisierung theoretischer Verteilungsmodelle,
durch die Realisationen xi,xs,...x; einer diskreten Zufallsvariablen und deren Ein-
trittswahrscheinlichkeiten pq, ps, . .. pr. ersetzt. Die gleichen Ersetzungen kann man auch
in den Formeln und fiir die empirische Standardabweichung bzw. die empi-
rische Varianz vornehmen. Man erhilt so fiir die mit V(X) oder o2 (lies: Varianz von
X resp. sigma-Quadrat) abgekiirzte Varianz der diskreten Zufallsvariablen mit
pu = E(X) die Darstellung

0! = V(X) = (mr = p)’pr+ (22 = %P2 b (= )i = 3 (= )"pi (117)

=1

Die Darstellung ((11.6]) geht offenbar in (11.7]) iiber, wenn man in ([11.6)) anstelle von X

den Term (X — u1)? einsetzt. Die Varianz 6 = V(X)) einer Zufallsvariablen ist also nichts
anderes als der Erwartungswert der quadrierten Differenz zwischen X und p = E(X):

o’ =E[(X —p?]. (11.8)
Fiir die Varianz ist manchmal die Darstellung
o’ = B(X?) — u? (11.9)

niitzlich, die sich aus ((11.8)) ergibt, wenn man dort den Term in der eckigen Klammer
ausmultipliziert und dann den Erwartungswert gliedweise anwendet — s. hierzu auch die
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noch folgenden Formeln ((11.11)) und (11.13). Der Varianzdarstellung ((11.9) entspricht
auf der empirischen Ebene die Zerlegungsformel (/5.7]).

Die mit o (lies: sigma) bezeichnete Standardabweichung von X ist definiert durch
o=+ V(X). (11.10)

Zwischen den Kenngrofsen empirischer und theoretischer Verteilungen wird in der
Lehrbuchliteratur oft nicht klar unterschieden. Der Mittelwert bezieht sich auf eine em-
pirische, der Erwartungswert immer auf eine theoretische Verteilung. Wenn von der
Varianz die Rede ist, kann man durch die Verwendung der praziseren Bezeichnungen
sempirische Varianz“ bzw. ,theoretische Varianz* deutlich machen, ob die Varianz eines
Datensatzes (empirische Ebene) oder die einer Zufallsvariablen (Modellebene) gemeint
ist. Eine analoge Aussage gilt fiir die Standardabweichung.

In der Praxis unterzieht man eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert oft einer
Lineartransformation ¥ = aX + b. Die Addition von b entspricht einer Verschiebung
des Nullpunkts, wahrend die Multiplikation von X mit einem von Null verschiedenen
Wert a eine Streckung oder Stauchung der zur Messung verwendeten Skala beinhaltet
(im Fall @ < 0 kommt noch ein Vorzeichenwechsel hinzu). Lineartransformationen sind
z. B. relevant, wenn man eine andere Skala bei der Messung verwendet (etwa Tempera-
turmessung in Kelvin statt in Celsius) oder wenn man X in eine Zufallsvariable Y mit
Erwartungswert E(Y) = 0 und Varianz V(Y') = 1 iiberfiihren will (Standardisierung).

Unterzieht man eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert g = E(X) einer Linear-
transformation Y = aX + b, so ergeben sich Erwartungwert und Varianz von Y unter

Riickgriff auf die Definitionen ((11.6)) und (11.7) nach
E(Y)=FE(aX +b) =a-E(X)+b (11.11)

V(Y)=V(aX +b) =a* V(X). (11.12)

Fiir den Erwartungswert und die Varianz der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvaria-
blen X und Y gelten ferner die hier nicht bewiesenen Darstellungen *

E(X+Y)=EX)+ E®Y) (11.13)

VIX+Y)=V(X)+ V(). (11.14)

Die Darstellungen ((11.13)) und (11.14) gelten entsprechend auch fiir die Summen von
n unabhéngigen Zufallsvariablen (n > 2).

Erwartungswert und Varianz der Null-Eins-Verteilung ergeben sich unmittelbar aus

4Der Begriff der ,,Unabhingigkeit“ von zwei oder mehreren Zufallsvariablen wird in Abschnitt 13.1
formalisiert. Im Gegensatz zu ([11.13)) gilt die Darstellung (11.14]) nicht mehr bei Abhéngigkeit von
X und Y; in diesem Falle ist sie durch (13.14]) zu ersetzen.
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den Formeln (11.6) und (11.7) fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz diskreter Zu-
fallsvariablen, wenn man dort k = 2 sowie 1 = 1, p; = p, 9 = 0 und py = 1 — p einsetzt
und bei der Varianzberechnung auf die Verschiebungsregel zuriickgreift:

u=1-p+0-(1—p)=p. (11.15)

o =EB(X*) =y’ =p—p*=p(1—p). (11.16)

BISEICIMERME Erwartungswert und Varianz der Augenzahl beim Wiirfeln

In Abbildung wurde die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen ,, Au-
genzahl X beim Wiirfeln mit einem Wiirfel“ (Gleichverteilung mit Parameter p = %)
anhand ihrer Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) und ihrer Verteilungsfunktion F(z) ver-
anschaulicht. Da X die Auspragungen z; = i mit den festen Eintrittswahrscheinlichkeiten
pi = p = ¢ besitzt (i = 1,2,...,6) erhélt man fiir den Erwartungswert 4 = E(X) und

die Varianz 02 = V(X)) aus (11.6) und (11.7)
6 6
1 21
— i Pi = = ) — — — 3’ 5

2 E 2, — E ) — 2_ 22" 9
g4 = T; — y — 3’5 = %27 2.

Wie bei empirischen Verteilungen kann man auch bei theoretischen Verteilungen
Quantile zur ndheren Charakterisierung heranziehen. Das p-Quantil einer Verteilung
ist durch

F(z,)=p (0<p<l) (11.17)

definiert, also durch den Wert x, der Verteilungsfunktion F(z), an dem F(z) den
Wert p annimmt. Der Median z = x5 sowie das untere Quartil z( 55 und das obere
Quartil x, 75 einer theoretischen Verteilung sind wieder spezielle Quantile, die sich bei
Wahl von p = 0,5 resp. von p = 0,25 und p = 0,75 ergeben.

Bei diskreten Verteilungen sind die Quantile durch noch nicht eindeutig fest-
gelegt. Bei der im unteren Teil von Abbildung[I1.1] wiedergegebenen Verteilungsfunktion
einer speziellen diskreten Gleichverteilung gilt z. B. F/(z) = 0,5 fiir jeden Wert z aus
dem Intervall 3 < x < 4. Man benotigt daher hier — analog zur eindeutigen Festlegung
von empirischen Quantilen — noch eine Zusatzbedingung. Man kann z. B. den linken
Randpunkt des Intervalls wéhlen, d. h. das p-Quantil z, so festlegen, dass F(z,) > p
gilt und gleichzeitig F'(z) < p fiir < x,,. Fiir die diskrete Gleichverteilung in Abbildung
erhélt man so fiir den Median # = x5 den Wert z = 3.

Quantile als
weitere
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11.3 Die Binomialverteilung

Es fallt nicht schwer, in verschiedenen Lebensbereichen Beispiele fiir Merkmale X zu fin-
den, die nur zwei mogliche Auspriagungen haben, also den Charakter von Bindrvariablen
haben. Das Ergebnis eines Miinzwurfexperiments wurde schon genannt. Praxisrelevan-
tere Beispiele sind etwa die Geschlechterverteilung bei Geburten, die Verteilung eines
Gendefekts in einer Population (nicht betroffene / betroffene Individuen), der beim Mi-
krozensus erfragte Erwerbsstatus einer Person (erwerbstétig / nicht erwerbstétig) oder
der Qualitatsstatus von Produkten bei Serienfertigungen (spezifikationskonform / nicht-
spezifikationskonform). Aber auch Merkmale mit mehr als zwei Ausprigungen konnen
stets auf Bindrvariablen zuriickgefithrt werden, wenn man sich nur dafiir interessiert,
ob eine bestimmte Realisation eintritt oder nicht. Das Wiirfeln mit einem Wiirfel lasst
sich z. B. als Bernoulli-Experiment interpretieren, wenn man sich darauf beschrankt, nur
zwischen den Ereignissen ,,Augenzahl ist 6 / nicht 6* oder ,Augenzahl ist grofer als 2 /
nicht grofler als 2 zu unterscheiden.

Hat man ein Bernoulli-Experiment mit den méglichen Ausgéingen 1 = A und z, = A
und den Eintrittswahrscheinlichkeiten P(A) = p bzw. P(A) = 1 —p mehrfach und unab-
héngig voneinander durchgefiihrt, so interessiert man sich oft dafiir, wie haufig eine der
beiden Realisationen auftritt, etwa A. Beim Miinzwurfexperiment kénnte dies z. B. die
Anzahl der Ausgédnge mit ,Zahl“ sein. Ist n die Anzahl der unabhéngig durchgefiihrten
Bernoulli-Experimente und bezeichnet X die Anzahl der Ausgénge A, so ist die Zahlva-
riable X offenbar eine diskrete Zufallsvariable mit den Auspriagungeni (i =0,1,...,n).
Wenn man den Ausgang jedes der n Bernoulli-Experimente anhand einer Indikatorva-

riablen

o 1 be? E%ntr?tt von x; = é (11.18)
0  bei Eintritt von zo = A
beschreibt (null-eins-verteilte Zufallsvariable), so ldsst sich X als Summe
X=>X (11.19)
i=1

der n voneinander unabhéngigen Indikatorvariablen schreiben. Die Verteilung der
Zghlvariablen X heiftt Binomialverteilung. Die Binomialverteilung ist fiir die statisti-
sche Praxis von grofer Bedeutung. Die Null-Eins-Verteilung ist offenbar ein Spezialfall
der Binomialverteilung (n = 1).

Aus kann man leicht den Erwartungswert E(X) und die Varianz V(X) der
binomialverteilten Variablen X ableiten. Die in ({11.19)) eingehenden n Indikatorvariablen
X; sind voneinander unabhéngig und folgen alle einer Null-Eins-Verteilung, besitzen
demnach wegen ({11.15]) und alle den Erwartungswert £(X;) = p und die Varianz

V(X;) = p(1 — p). Mit den Formeln (11.13]) und ([11.14)), die sich auch fiir die Summe
von n unabhéingigen Zufallsvariablen formulieren lassen (n > 2), folgen hieraus fiir die

Kenngrofen p = F(X) und 0% = V(X)) einer Binomialverteilung die Darstellungen
p=mn-p (11.20)
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o =n-p(l—p). (11.21)

Da eine diskrete Zufallvariable aber noch nicht durch Erwartungswert und Varianz
alleine, sondern erst durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder — alternativ —
durch die Verteilungsfunktion (|11.2)) vollstidndig beschrieben ist, sei noch die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung abgeleitet. Hierzu werde erst einmal die
Wahrscheinlichkeit dafiir betrachtet, dass bei dem Bernoulli-Experiment am Anfang ge-
nau z-mal der Ausgang A und danach (n — z)-mal der Ausgang A beobachtet wird,
die Bernoulli-Kette also die spezielle Gestalt A, A,..., A, A, ... A hat mit zwei homoge-
nen Teilketten der Langen x bzw. n — x. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt dieser
speziellen Ergebnisfolge, die fiir die Zahlvariable X zum Wert x fiihrt, ist wegen der Un-
abhéngigkeit der einzelnen Bernoulli-Experimente p*(1 — p)"~*. Nun gibt es aber nicht
nur eine Ergebnisfolge, sondern nach Tabelle insgesamt (Z) mogliche Auspriagungen
einer Bernoulli-Kette der Lénge n, bei der insgesamt z-mal der Ausgang A auftritt. Die
Reihenfolge des Auftretens der Ausgidnge A innerhalb einer Ergebnisfolge hat ja kei-
nen Effekt auf den Wert der Zahlvariablen X. Die Wahrscheinlichkeit P(X = z) dafiir,
dass die Anzahl der Ausginge A innerhalb der Bernoulli-Kette die Auspridgung einen
bestimmten Wert z annimmt, ist damit gegeben durch das (:)—fache von p*(1 — p)"~*.
Es gilt also fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) = P(X = x) der Binomialver-
teilung

"Ip*(1—p)"* firx=0,1,...
0 fiir alle sonstigen x.

Die Verteilungsfunktion F(z) = P(X < z) ist auf der Tragermenge {0,1,...,n}
durch

Flz)=Y <Z)pk(1 —p)" Tt 2=0,1,....n (11.23)

k=0

definiert. Zwischen zwei benachbarten Elementen der Trégermenge bleibt F(x) auf
dem Niveau des kleineren Elements (Treppenfunktion), um dann an der Stelle x = n
den Endwert 1 zu erreichen. Eine mit Parametern n und p binomialverteilte Zufallsva-
riable X bezeichnet man in der Literatur auch als B(n, p)-verteilt und schreibt dafiir
X ~ B(n,p) (lies: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p). Die Aussagen
X ~ B(1,p) und X ~ Be(p) sind identisch, weil die Bernoulli-Verteilung eine Binomi-
alverteilung mit n = 1 ist.

Abbildung zeigt Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion einer B(10;0, 5)-
verteilten Zufallsvariablen. Neben Werten beider Funktionen ist auch der Erwartungs-
wert u = F(X) wiedergegeben, der sich als = 10-0,5 = 5 errechnet. Der Tabelle neben
der Grafik entnimmt man z. B., dass die Verteilungsfunktion F'(z) an der Stelle z = 3
den Wert F'(3) = 0, 1719 annimmt. Dieser Wert ist wegen F'(3) = P(X < 3) die Summe
der Werte f(0) = 0,0010, f(1) = 0,0098, f(2) = 0,0439 und f(3) = 0, 1172 der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion bis x = 3. Durch Aufsummieren von Werten der Wahrscheinlich-
keitsfunktionen ergeben sich also die Werte der Verteilungsfunktion. Umgekehrt kann
man aus F(z) durch Differenzenbildung Werte der Wahrscheinlichkeitsfuntion f(z) ge-
winnen. Der Wert f(3) = P(X = 3) = 0,1172 ergibt sich in Abbildung etwa als
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Differenz von F(3) = P(X < 3) =0,1719 und F(2) = P(X < 2) = 0,0547. Es geniigt

also eine der beiden Funktionen f(z) und F(x) zu tabellieren.

f(x)
0,5
0,4
0,3

0,2
0,1 I |
4

1,0 -
0,8 —

0,6 —

0,4 —_

0,2 —_

i i F;

0 | 0,0010 | 0,0010
1 | 0,0008 | 0,0107
2 10,0439 | 0,0547
3 10,1172 | 0,1719
4 10,2051 | 0,3770
5 10,2461 | 0,6230
6 | 0,2051 | 0,8281
7 10,1172 | 0,9453
8 10,0439 | 0,9893
9 | 0,0098 | 0,9990
10 | 0,0010 | 1,0000
11 | 0,0000 | 1,0000
12 10,0000 | 1,0000

Abb. 11.5: Binomialverteilung mit n = 10 und p = 0, 50

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ((11.22)) der Binomialverteilung ist fiir p = 0,5 sym-
metrisch beziiglich des Erwartungswerts. Fiir p #£ 0, 5 gilt dies nicht mehr, wie Abbildung
beispielhaft illustriert. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion weist hier links vom Erwar-

tungswert p = 2,5 einen steileren Verlauf auf.

In Tabelle des Anhangs sind Verteilungsfunktionen von Binomialverteilungen fiir
n=12,...,20 und p = 0,05,0, 10, ...,0,50 tabelliert. Werte der Wahrscheinlichkeits-
und der Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung und auch anderer Verteilungen
lassen sich auch mit jedem géngigen Statistiksoftwarepaket, z. B. SPSS, und auch mit
EXCEL oder der kostenfreien Statistiksoftware R berechnen — beziiglich R vgl. z. B.

die umfassende Einfiihrung von GROSS (2010). °

5Bei Verwendung von SPSS findet man die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Verteilungsfunktion
der Binomialverteilung sowie anderer Verteilungen im Menii , Transformieren / Variable berech-
nen“. Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion der Binomialverteilung sind dort mit
PDF.BINOM(..) resp. mit CDF.BINOM(..) abgekiirzt. Dabei steht ,pdf* fiir ,probability density
function” und ,cdf* fiir ,cumulative density function“. Auch in EXCEL findet man die géngigen
Wahrscheinlichkeitkeitsverteilungen. Die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung ist hier z. B.

iiber ,Einfiigen / Funktion“ unter BINOMVERT zugénglich.



http://www.r-project.org
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f(x)
0,5
0,4 z | flx) | F(z)
0,3 0 10,0563 | 0,0563
0,2 1| 0,1877 | 0,2440
01 | I 2 10,2816 | 0,5256
I . 30,2503 | 0,7759
2 4 6 8 10 12 z 4 10,1460 | 0,9219
5 10,0584 | 0,9803
- 6 10,0162 | 0,9965
7 10,0031 | 0,9996
1,0 e 8 10,0004 | 1,0000
0,8 L 9 10,0000 | 1,0000
0,6 10 | 0,0000 | 1,0000
oa|l | T 11 [ 0,0000 | 1,0000
02| — 12 10,0000 | 1,0000
2 4 6 8 10 12 x

Abb. 11.6: Binomialverteilung mit n = 10 und p = 0,25

RS OIMEN] Berechnung von Wahrscheinlichkeiten via Binomialverteilung

Wenn man eine Miinze n-mal wirft, so ist die Anzahl X der Ereignisse ,Zahl“ eine
B(n,p)-verteilte Zufallsvariable. Der Erwartungswert ist hier durch p = np = % und die
Varianz durch V(X) = np(1 — p) = % gegeben. Bei Verwendung einer ,fairen” Miinze,
also einer Miinze mit gleichen Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir ,Zahl (Z) und ,Kopf
(K)*, gilt p = 0,5. Die Wahrscheinlichkeit P(X < 2) dafiir, bei 3 Wiirfen hdchstens
2-mal den Ausgang ,Zahl“ zu erhalten, ist dann durch den Wert F(2) der Verteilungs-
funktion der Binomialverteilung mit n = 3 und p = 0,5 gegeben, nach Tabelle [19.]]
also durch F'(2) = 0,875. Die Wahrscheinlichkeit f(2) = P(X = 2) dafiir, bei den drei
Wiirfen genau zweimal ,Zahl“ zu erzielen, errechnet sich als Differenz der Funktions-
werte F'(2) = P(X <2) =0,875 und F(1) = P(X < 1) = 0,500, also als 0,375. Der
letztgenannte Wert wurde auch schon in Beispiel 10.2 elementar unter Verwendung des

Laplace-Ansatzes ((10.5)) iiber die Kombinatorik abgeleitet.

Bei groferen Werten n werden aber kombinatorische Uberlegungen recht aufwindig,
insbesondere, wenn ein Wert p # 0, 5 ins Spiel kommt. Zieht man etwa aus einer Lostrom-
mel, in der ein Anteil p Gewinne und ein Anteil von 1—p Nieten sind, nacheinander n Lose
und legt nach jeder Einzelziehung das Los in die Trommel zuriick, so ist die Wahrschein-
lichkeit nach 20 Ziehungen genau 4 Gewinne gezogen zu haben, offenbar errechenbar
als Differenz F'(4) — F(3) von zwei Werten der Verteilungsfunktion einer B(20;0,05)-

=]
!
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verteilten Zufallsvariablen. Man erhélt im Falle p = 0,05 mit Tabelle den Wert
0,9974 — 0,9841 = 0,0133. Fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, im Falle n = 20 und
p = 0,05 mindestens 4 Gewinne zu ziehen, ermittelt man den Wert 1 — F'(3) = 0, 0159.

IHCOICRENE Fiasko beim Zentralabitur NRW 2008

In Nordrhein-Westfalen wurde 2008 zum zweiten Male ein Zentralabitur organisiert. Dabei
gab es hinterher erhebliche Kritik, u. a. an einer Aufgabe zur Wahrscheinlichkeitsrechnung,
die fiir Schiiler der Mathematik-Leistungskurse konzipiert war. Die Kritik ging durch alle
Medien und fiithrte am Ende zu einem Riicktritt des Pressesprechers der zustédndigen Schul-
ministerin in Diisseldorf und fiir die betroffenen Schiiler zum Angebot der Wiederholung der
gesamten Mathematikpriifung.

Die umstrittene Aufgabe bezog sich auf Trefferquoten von D. Nowitzki, Mannschaftsfiih-
rer der deutschen Basketball-Mannschaft bei der Olympiade 2008 in Peking. Der erste Teil
der Aufgabe lautete wie folgt:5

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielte in der amerikanischen Profiliga beim
Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/07 erzielte er bei Freiwirfen eine Trefferquote
von 90,4 Prozent. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass er

(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(2) héchstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(8) hochstens viermal nacheinander bei Freiwirfen erfolgreich ist.

An der Aufgabe ldsst sich sehr gut verdeutlichen, wie wichtig es ist, klar zwischen empiri-

Basketballer schen Befunden (Datenebene) und Modellansétzen zur approximativen Beschreibung solcher
Nowitzki Befunde (Modellebene) zu unterscheiden. Die Analogie zum Miinzwurfexperiment liegt auf
(Quelle: dpa) der Hand; auch bei einem Freiwurf gibt es zwei mogliche Ausgénge (Korb wird getroffen /

verfehlt). Sei zunéchst erneut die Situation beim Miinzwurfexperiment betrachtet. Man kann
hier davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir den Eintritt des interessierenden FEr-
eignisses, etwa ,Zahl“, sich nicht &ndert, wenn man eine Miinze n-mal wirft. Bei einer , fairen®
Miinze ist p = 0,5. Ob eine Miinze wirklich fair ist, d. h. gleiche Eintrittswahrscheinlichkei-
ten fiir ,,Zahl“ und , Kopf* aufweist, kann man anhand einer Bernoulli-Kette mit groferem n
testen. Abbildung zeigt zwei Bernoulli-Ketten, die die Vermutung einer fairen Miinze
zumindest visuell stiitzen. In der Regel wird man aufgrund von Symmetrietiberlegungen ohne
néhere Priifung von der Annahme p = 0,5 ausgehen. Wenn man bei einem Miinzwurf An-
haltspunkte dafiir hat, dass die Wahrscheinlichkeit p fir ,,Zahl“ nicht der Bedingung p = 0,5
geniigt, kann man p schitzen (vgl. hierzu Kapitel 13) und den Schitzwert p heranziehen. In
beiden Fiéllen — faire oder nicht-faire Miinze — ist die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl*
von Wurf zu Wurf eine feste Grofe und fiir die Anzahl X der ,/Treffer (Beobachtung von
wZahl®) gilt X ~ B(n,p) bzw. X ~ B(n,p).

Wenn die Trefferquote des Basketballers Nowitzki in der Saison 2006/07 als reprasentativ
fiir seine Leistung angesehen werden darf, miisste man dies in der Aufgabe durch die expli-
zite Annahme einer festen Trefferquote von 0,904 zum Ausdruck bringen. Eine konstante

5Die vollstandige Fassung der Aufgabe wurde im Juni 2008 von Spiegel online|ins Netz gestellt.


http://www.spiegel.de/schulspiegel/wissen/0,1518,556922,00.html
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Trefferquote ist aber keineswegs selbstversténdlich; gerade im Sport sind grofere Form-
schwankungen an der Tagesordnung. Ohne die Annahme einer festen Trefferquote p resp. p
ist die Information iiber die Trefferquote in der letzten Saison lediglich ein — méglicherwei-
se einmaliger — empirischer Befund, der nicht ausreicht fiir die Berechnung der verlangten
Trefferwahrscheinlichkeiten. Das Modell der Binomialverteilung setzt ja voraus, dass die n
in eingehenden Indikatorvariablen X; (mit dem Wert 1 bei Eintritt des Ereignisses
yTreffer und 0 beim Ereignis ,kein Treffer*) alle derselben Bernoulli-Verteilung folgen.

Wiirde man allerdings die Aufgabe um die Annahme einer konstanten Trefferquote 0, 904
ergénzen, ware die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzielung von genau 8 Treffern bzw. von hochs-
tens 8 Treffern bei 10 Wurfversuchen durch den Wert f(8) der Wahrscheinlichkeitsfunktion
f(z) resp. den Wert F(8) der Verteilungsfunktion F'(x) einer B(10;0,904)-verteilten Zu-
fallsvariablen gegeben. Man wiirde dann z. B. fiir f(8) nach

10
f(8) = < 3 > -0,904% - 0,096% = 45 - 0, 4460129 - 0,009216 ~ 0, 185.

errechnen. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzielung von vier Treffern in Folge ldsst sich
allerdings auch bei Annahme einer festen Trefferquote noch nicht beantworten, weil in Auf-
gabenteil (c) die Gesamtzahl n der Wiirfe nicht angegeben ist, von der das Ergebnis abhéngt.
Die Aufgabe (c) ist also eigentlich nicht 16sbar. Unterstellt man, dass auch hier n = 10 ge-
meint war — die amtliche Musterlésung des Ministeriums ging allerdings ohne nachvollziehba-
ren Grund von n = 5 aus — und codiert man , Treffer mit ;1 und das Komplementérereignis
Jkein Treffer mit ,0¢, hiitte man aus den insgesamt 2'° = 1024 mdoglichen Ergebnisfolgen
diejenigen heraus zu suchen, bei denen nie mehr als vier Einsen in Folge erscheinen. Die
Ergebnisfolge (1,0,1,1,1,1,0,0,1,1) wére ein Beispiel fiir eine Ergebnisfolge, die dem Er-
fordernis ,,hochstens vier Treffer in Folge” geniigt.

&

11.4 Die hypergeometrische Verteilung

Die Binomialverteilung beschreibt das Zufallsverhalten der Zahlvariablen X aus
bei einem n-fach durchgefiihrten Bernoulli-Experiment, wobei die einzelnen Experimen-
te voneinander unabhéngig sind. Die Zahlvariable weist aus, wie haufig einer der beiden
moglichen Ausginge z; = A und 25 = A und P(A) = p bzw. P(A) = 1 —p innerhalb der
Bernoulli-Kette auftrat. Als Beispiele wurden Miinzwurf- oder auch Wiirfelexperimente
angefiihrt, wenn man bei letzteren nur zwischen zwei Ausgéangen differenziert (etwa ,,ge-
rade / ungerade Augenzahl“). Die Grundsituation lésst sich anhand des Urnenmodells
beschreiben. Eine Urne (Behélter) enthalte eine Menge roter und schwarzer Kugeln. Der
Urne wird n-mal eine Kugel entnommen und man zahlt die Anzahl X der roten Kugeln.
Nach jeder Ziehung wird die entnommene Kugel in die Urne zuriickgelegt. Der Quotient
,Anzahl roter Kugeln / Anzahl aller Kugeln®, der die Wahrscheinlichkeit fiir die Ent-
nahme einer roten Kugel bestimmt, bleibt hier von Ziehung zu Ziehung konstant. Die
Binomialverteilung lasst sich also anschaulich durch das Urnenmodell mit Zuriick-
legen veranschaulichen. Dieses Modell ist z. B. beim wiederholten Miinzwurf passend,
weil die Ausgangslage sich nicht von Wurf zu Wurf veréndert. Es ist so, als ob man einer
Urne, die zwei Zettel mit der Aufschrift ,Zahl“ bzw. ,Kopf“ enthélt, jeweils einen Zettel
entnimmt und den gezogenen Zettel vor der nachsten Ziehung zuriicklegt.

Varianten des
Urnenmodells
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In der Realitdt gibt es Situationen, bei denen das beschriebene Modell des Ziehens
mit Zuriicklegen nicht oder nur naherungsweise passt — man denke nur an die Ziehung
der Lottozahlen oder an Befragungen von Personen auf der Basis zufilliger Stichpro-
ben. Auch in der Wareneingangspriifung bei einem Unternehmen wird man bei Ent-
nahme einer Stichprobe von n Elementen aus einem Warenlos ein entdecktes nicht-
spezifikationskonformes Element vor der Entnahme eines weiteren Elements nicht zu-
riicklegen. In solchen Féllen wird das Urnenmodell ohne Zuriicklegen verwendet.

Wenn man einer Urne mit N Kugeln, von denen M rot und die restlichen N — M
schwarz sind, nacheinander n Kugeln ohne Zuriicklegen entnimmt, so reprisentiert die
Ziehung jeder Kugel zwar weiterhin ein Bernoulli-Experiment, die Einzelexperimente
sind aber nicht mehr voneinander unabhéngig. Die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir das
interessierende Ereignis ,,Kugel ist rot wird jetzt nicht nur von M, sondern auch vom
Umfang N der Grundgesamtheit beeinflusst. Die Verteilung der durch definierten
Zéhlvariablen X ist bei Annahme einer Stichprobenentnahme ohne Zuriicklegen nicht
mehr durch eine Biomialverteilung gegeben, sondern durch die hypergeometrische
Verteilung. Letztere ist durch drei Parameter beschrieben, ndmlich durch N, M und
n, und man schreibt hierfiir X ~ H(n; M; N) (lies: X ist hypergeometrisch verteilt mit
den Parametern n, M und N). Erwartungswert u = F(X) und Varianz ¢? = V(X)) der
hypergeometrischen Verteilung seien hier der Vollstindigkeit ohne Beweis angegeben.”

M

p=n-— (11.24)
M, M. N-n
2=n.-—(1-=2)- . 11.2
o =nyU=F) (11.25)

Erwartungswert und Varianz einer H(n, M, N)-verteilten Zufallsvariablen X stim-
men nach ((11.20) und ((11.21)) offenbar mit dem Erwartungswert bzw. der Varianz einer

B(n; p)-verteilten Variablen mit p = % iiberein — mit dem einzigen Unterschied, dass

bei der Varianz der Binomialverteilung der in (11.25) auftretende Bruchterm =2 fehlt.

N-1
Da dieser Term fiir n > 1 kleiner als 1 ist (fir n = 1 ist er 1), hat die hypergeome-

trische Verteilung im Vergleich zur Binomialverteilung eine kleinere Varianz, wobei die
Unterschiede mit wachsendem N vernachlédssigbar werden. Dass die hypergeometrische
Verteilung eine kleinere Varianz aufweist, ist einleuchtend, denn beim Ziehen ohne Zu-
riicklegen wird die in einem gezogenen Stichprobenelement steckende Information (Kugel
ist rot oder schwarz) nicht immer wieder verschenkt, d. h. es gibt weniger Unsicherheit
iiber den verbleibenden Inhalt der Urne im Vergleich zum Ziehen mit Zuriicklegen. Im
Extremfall der sukzessiven Ziehung aller in der Urne befindlichen Elemente (n = N)
ohne Zuriicklegen liegt vollstandige Information iiber den Urneninhalt vor. Die Zahlva-
riable X ist dann keine Zufallsvariable mehr, sondern eine deterministische Grofse mit
dem Wert M. Man erkennt den nicht-stochastischen Charakter von X im Falle n = N
auch aus der Varianzformel , denn es gilt dann ¥=2 = 0 und somit V(X) = 0.

N—

Die Angabe der Tragermenge einer H(n; M; N)-verteilten Zufallsvariablen, also der
Menge der méoglichen Auspriagungen der Zahlvariablen X, ist nicht trivial. Sie ist durch

"Eine Herleitung von Erwartungswert, Varianz und auch der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) der
hypergeometrischen Verteilung findet man z. B. bei MOSLER / SCHMID (2011, Abschnitt 2.3.4).
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T = {Zmins - -+ s Tmaz } gegeben mit z,,;, = max(0;n — N + M) als dem kleinsten und
Tmae = man(n; M) als dem grofsten Element der Trégermenge (s. hierzu den Exkurs
am Ende dieses Abschnitts). Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) = P(X = x) der
hypergeometrischen Verteilung ist ebenfalls nicht ganz so einfach ableitbar wie die der

Binomialverteilung. Es gilt die Darstellung

M N-—M
—(’)("*z) firzxeT

f(z) = ()

0 fiir alle sonstigen =,

(11.26)

deren Herleitung im Exkurs am Ende dieses Abschnitts skizziert wird. Fiir die Ver-

teilungsfunktion F(z) = P(X < xz) gilt dann auf der Trégermenge

I i)

Vollstandige
Beschreibung
der hypergeome-
trischen
Verteilung

-1

Java-Applet
,,Die hypergeo-

0 T e
Da die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir « ¢ T stets 0 ist, bleibt F(x) zwischen zwei
benachbarten Elementen der Trigermenge auf dem Niveau des kleineren Werts, um dann
in T4 = min(n; M) den Endwert 1 anzunehmen (Treppenfunktion).
f(x)
0,5
0,4
0,8 v | flz) | F(x)
0,2 0 | 0,0000 | 0,0000
0,1 1 | 0,0000 | 0,0000
I I 20,0833 | 0,0833
2 4 6 8 10 30,4167 | 0,5000
4 10,4167 | 0,9167
Fz) 5 | 0,0833 | 1,0000
6 | 0,0000 | 1,0000
1,0 7 7 10,0000 | 1,0000
0,8 8 | 0,0000 | 1,0000
0,6 9 | 0,0000 | 1,0000
o — 10 | 0,0000 | 1,0000
0,2
2 4 6 8 10

Abb. 11.7: Hypergeometrische Verteilung mit n =5, M =7 und N = 10

Abbildung veranschaulicht die Wahrscheinlichkeits- und die Verteilungsfunkti-
on einer H(5;7;10)-verteilten Zufallsvariablen. Der Erwartungswert ;1 = E(X) errech-
net sich hier als p = 5 - % = 3,5. Neben den Graphen sind einige Werte der beiden
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Funktionen tabelliert. Die Tragermenge T' der dargestellten hypergeometrischen Vertei-
lung ist durch T = {Zmin, - - -, Tmaz } gegeben mit ,,;,, = maz(0;5 — 10 +7) = 2 und
Tmae = min(5;7) = 5. Der Abbildung , insbesondere der letzten Spalte der Tabelle,
entnimmt man z. B., dass die Verteilungsfunktion F'(x) an der Stelle z,,,, = 5 auf den
Endwert 1 springt.

Die Tabellierung der Wahrscheinlichkeits- oder der Verteilungsfunktion ist fiir die hy-
pergeometrische Verteilung viel aufwéndiger als bei der Binomialverteilung, weil die Ta-
bellen hier von drei Parametern abhéngen. Im vorliegenden Manuskript wird aus diesem
Grunde auf eine Tabellierung verzichtet. In der Praxis wendet man anstelle der hyper-
geometrischen Verteilung meist die einfacher handhabbare Binomialverteilung an, wenn
der Umfang N der Grundgesamtheit im Vergleich zum Umfang der Stichprobe n grofs
ist (Faustregel: & < 0,05). In diesem Falle kann man fiir eine H (n; M; N)-verteilte Zu-
fallsvariable X in guter Ndherung annehmen, dass sie B(p; n)-verteilt ist mit p = % Die
Tragfahigkeit der Approximation liegt darin begriindet, dass die Unterschiede zwischen
den Situationen ,Ziehen ohne / mit Zuriicklegen“ mit Verkleinerung des Auswahlsatzes

~ immer weniger ins Gewicht fallen.

Die Binomialverteilung und die hypergeometrische Verteilung charakterisieren also
beide das Zufallsverhalten der Indikatorvariablen , allerdings unter verschiedenen
Bedingungen. Die Indikatorvariable ({11.19) zahlt, wie oft bei n-facher Durchfiithrung ei-
nes Bernoulli-Experiments (n-faches Ziehen einer Kugel aus einer Urne mit roten und
schwarzen Kugeln) mit den mdglichen Ausgingen z; = A (Kugel ist rot) und z, = A
eines der beiden Ereignisse, etwa A, beoachtet wird. Beim Ziehen mit Zuriicklegen ist
die Zahlvariable binomialverteilt, beim Ziehen ohne Zuriicklegen folgt sie einer hyper-
geometrischen Verteilung. Beide Verteilungen gehen im Sonderfall n = 1 offenbar in die
Bernoulli-Verteilung tiber. Beim Ziehen einer einzigen Kugel aus einer Urne mit roten
und schwarzen Kugeln und der Wahrscheinlichkeit p fiir das Ereignis A entfillt ndmlich
eine Unterscheidung von Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen und die Wahrscheinlichkeits-
funktion beschreibt den Ausgang des einmaligen Bernoulli-Experiments.

RIS IMAEM] Berechnung von Wahrscheinlichkeiten beim Lottospiel

Lotto wird in Europa nicht einheitlich gespielt. In Deutschland gibt es z. B. das Lottospiel
,,0 aus 49“, in der Schweiz ,,6 aus 45 und in Italien “6 aus 90“. Die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Ereignisse ,6 Richtige®, ,,0 Richtige®, ,mindestens 4 Richtige* o. &. beim deutschen
Lotto lassen sich anhand der hypergeometrischen Verteilung mit den Parametern n = 6,
M =6 und N = 49 berechnen. Dabei beinhaltet n hier die Anzahl der Kreuze auf dem
Lottoschein (beim Urnenmodell die Anzahl der gezogenen Kugeln), M die maximale
Anzahl der Treffer (beim Urnenmodell die Anzahl der ,roten” Kugeln in der Urne) und
N die Anzahl der die Lottozahlen présentierenden Kugeln in der Trommel (bzw. in der
Urne). Der Erwartungswert fiir die Anzahl X der Richtigen beim Lottospiel ,,6 aus 49*

ist nach (11.24) durch p = 33 ~ 0,735 gegeben.

Fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten der Art ,,x Richtige” oder ,mindestens x
Richtige* ist der Riickgriff auf eine Tabelle mit Werten der Wahrscheinlichkeitsfunktion
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f(z) = P(X = z) oder der Verteilungsfunktion F(x) = P(X < z) der genannten
hypergeometrischen Verteilung am einfachsten. Wenn man nicht iiber eine solche Tabelle

Abb. 11.8: ,Lottofee* (ARD-Ziehung der Lottozahlen; Quelle: Hessischer Rundfunk)

verfiigt, kann man die gesuchten Wahrscheinlichkeiten direkt aus ([11.26f) bzw. aus ((11.27])
bestimmen. Fiir das Ereignis ,,0 Richtige” erhdlt man z. B. nach (11.26)) mit Einsetzen

vonn =6, M =6 und N = 49 bei Beachtung von (g) = 1 die Darstellung
6 (49—6
() (oo) _ (§)
9 TN
G )
Der Nennerterm, fiir den man mit ([10.10]) den schon in Beispiel 10.3 angegebenen Wert

49\ 491 49-48-47-46-45-44
6/) 436!  6-5-4-3-2-1

f(0) =

= 13983816

ermittelt, reprasentiert die Anzahl der moglichen Ausgénge einer Lottoziehung. Fiir den
Zahlerterm, der die Anzahl der méglichen Ausgénge mit 0 Richtigen wiedergibt, folgt

(43) 43! 43-42-41-40-39 - 38

= = = 6096454.
6 37! 6! 6-5-4-3-2-1

Die Wahrscheinlichkeit f(0) = P(X = 0) fiir das Ereignis ,,0 Richtige" ist somit
(%) 6096454

10) = (%) ~ 13983816

~ 0,436,

also ca. 43,6 % — ein Wert, der manchen Lottofreund irritieren diirfte. Die Wahrschein-
lichkeit f(6) = P(X = 6) fiir ,,6 Richtige* liefe sich analog bestimmen. Da allerdings
von den 13983816 moglichen Ausgéngen einer Lottoziechung nur ein einziger Ausgang ,,6
Richtige* beinhaltet, kann man f(6) = P(X = 6) einfacher iiber

1

6) = ————— ~ 0,0000000715 = 7,15 - 107®
1(6) 13983816 ’ ’
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errechnen. An Lottospieler, die 6 Richtige reklamieren konnen (Gewinnklasse 2), wer-
den 8% der Lottoeinnahmen verteilt. Man sollte wissen, dass 50% der Lottoeinnahmen
als Steuern abgefiihrt oder fiir festgelegte Zwecke verwendet und mithin gar nicht an
Spieler verteilt werden.

Die ohnehin schon verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit fiir einen Volltreffer ver-
ringert sich beim deutschen Lotto noch um den Faktor 10 auf m ~ 7,15-1077,
wenn man das Spiel ,,6 aus 49 mit Superzahl® spielt. Die ,Superzahl® ist eine Zusatz-
zahl, die aus der Menge {0,1,...,8,9} gezogen wird (,1 aus 10“). Um an den legen-
déren Jackpot zu kommen (Gewinnklasse 1 mit einer Ausschiittungsquote von 10%),
muss man ,,6 Richtige aus 49 haben und die korrekte Zusatzzahl ,,1 aus 10“ vorwei-
sen konnen. Diese Gewinnklasse ist, nicht iiberraschend, héufig gar nicht besetzt — die
vorgesehenen Gewinne werden dann auf die néchste Ziehung iibertragen. Noch geringer
als ein Erreichen der Gewinnklasse 1 beim deutschen Lotto ist die Wahrscheinlichkeit
eines Volltreffers bei der italienischen Lottovariante ,,6 aus 90“. Sie entspricht dem Wert
f(6) = —tez a0 1,61 -107? der Wahrscheinlichkeitsfunktion einer hypergeometrischen

— 622614630
Verteilung mit n =6, M =6 und N = 90.

IHOIEY Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung

Um die Tragermenge einer H(n; M; N)-verteilten Zufallsvariablen zu bestimmen, sind nur
die kleinst- und die groftmogliche Auspriagung der durch erklarten Zahlvariablen X
im Urnenmodell ohne Zuriicklegen zu ermitteln. Die Variable X, die sich hier als Anzahl
der gezogenen roten Kugeln nach n Ziehungen interpretieren lasst, kann im Falle n < M
den Wert n offenbar nicht iiberschreiten — es kénnen nicht mehr rote Kugeln gezéhlt als
gezogen werden. Im Falle n > M ist hingegen M die Obergrenze — es kénnen nicht mehr
rote Kugeln gezogen werden als in der Urne vorhanden sind. Das grofste Element x4, der
Tragermenge hat also den Wert 2,4, = min(n; M). Ferner gilt, dass n— (N — M) die Anzahl
der roten Kugeln nach n Ziehungen darstellt, diese aber auch nicht kleiner als 0 sein kann,
d. h. zpin = max(0;n — N + M) definiert den kleinstmoglichen Wert.

Bei der Herleitung der Wahrscheinlichkeitsfunktion kann man auf Tabelle
zuriickgreifen, die Basisformeln der Kombinatorik ausweist. Der Nenner von repra-
sentiert die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne mit N Kugeln insgesamt n Kugeln ohne
Zuriicklegen zu entnehmen. Nach Tabelle ist diese Anzahl durch (]X ) gegeben, weil
es auf die Reihenfolge der Ergebnisse der Ziehungen hier nicht ankommt. Der Produktterm
im Zahler von ([11.26) ergibt sich aus folgender Uberlegung: In der Urne befinden sich vor
Beginn der Ziehung M rote und N — M schwarze Kugeln. Es gibt (A;[) Moglichkeiten, x rote
Kugeln aus M roten Kugeln auszuwéahlen. Damit nach n Ziehungen ohne Zuriicklegen die
Anzahl der gezogenen roten Kugeln genau x ist, miissen aus dem Anfangsvorrat von N — M
schwarzen Kugeln n — x schwarze Kugeln gezogen werden. Es gibt (ATIL :Jf ) Moglichkeiten der
Auswahl dieser n — x Kugeln.

&



